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PERIÓDICO DE MATEMÁTICAS PÜRIS Y APLIC4DAS 

D I R E C T O R : D , Z O E L G . DE G A L D E A N O 

EXTENSIÓN DE UN TEOREMA DE JACOBI 
I» o R E L S R . O O I s / T E S T E I 3 C E I R . A , D E O F O R T O 

( AVíí'fíc/y <íe ««« caria diriíjiíia á M. Lcrch) 

Supónganse dadas las funciones 

¡ , ' / , ' / ' I (•' '•,,•' '-., 

^ Í 

Usted conoce l)iiMi esto iniporliuite leoronia de Jacohi: 
H¡ las funciones .i/,, .i/.̂ , . . . . //„ admiten derivadas parciales, rela

tivas á .r,, ,1'^, i'n «pie sean funciones continuas do •i\,.r.,, . . . . 
'^n. os condicii'm necesaria y suficiente para que una de ollas sea fun-
ciiin de las demás que sea idénticamente nulo el determinante: 

(2) 

Y, 
\ r , 

Vi 
Ar, 

¥, 
^v, • • 

V. 
^r, 

Y. 
• • Í .1 -U 

?A 
• • Ar„ 

Yn y» 
^r, J,r, 

_^/^l!_ 

Arn 

Mi objeto es hacer ver que puede enunciarse este teorema de la 
manera más completa siguiente : 

Searr,,f/¿ , (̂ 'n " ' i sistema de valores de .r^,,r.¿, ,.•»'„, y 
l>x,f>i, fi„ los valores correspondientes de ,'/i,;'/-2. ?/n- y su-
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poní>'amos que las fiincionos 7/,, y., ¡in admiton derivadas par
ciales relativas á .r,, .r., , ,r„ en las proximidades del punto («,, 
II,, . . . . , On) y qu(> estas derivadas son fiíncioncs continuas de .r,, 
•r,,, , ,rn : 

1." Si una de las íunciones ,í/|.//., , i/n (.'/, l)or ejemplo), es 
funciiín de las demás (.i/¿, ]/¡, .'/n I, y esta función admite deriva
das parciales relativas á i/.,, if¡, i/„ C!)ntiiiuas e:i las [¡roximi-
dadcs del punto (/>,, f>^, /*„ ), el determinante (2) es nulo en las 
proximidades del jiuiito ((/,. a,, . . . . . <t,¡). 

2." Si el (leterminantr {'2) es nulo en las proximidades del punto 
('I,, fí,, . .. ., fín ), y si uno (le los (Ictorininantivs menores de primer 
orden no es nulo en este punto, una de las funciones .v,, n,, . . . . , pn 
(.(/, por ejemplo) es una función de las demás en las proximidades 
del punto (A,, //,,...., //¡¡), y esta funci()n es continua y admito deri
vadas parciales relativas á ;/,, i/.¡ , i/„ en el punto ib,, />.¿, , />„ ). 

3.° Si el determinante f'2) y los ileterminantes menores de primer 
orden son nulos en las proximidades del ¡¡unto UÍ, , <I.,, ... ., "n), y 
si uno de los determinantes menores de secundo orden no es nulo 
en este punto, dos do las funciones y, , (/j, . . . . , y„ son funciones de 
las demás en las proximidades del punto (/',, 6¿, . . . . , 6„), y estas 
funciones son continuas y admiten derivadas parciales en este punto. 

4.° En {¿enera], si el determinante (•?) y los determinantes meno
res de orden ig'ual ó inferior á i son nulos en las proximidades del 
punto (a,, n,, .. . ., í/,i), y si uno (1<! los determinantes menores de 
d(M)rden / + 1 no es nulo en este punto,/ 'de las funciones (i/,,i/.¿, 
...., i/¡,) son funciones de las demás en las j)rox¡midades del punto 
{f/,, b.¿, ...., />n), y estas í'uncioni'S son continuas y admiten tleriva-
das parciales en el punto (A,, A,, . . . . , //„). 

Para demostrar esta proposición, voy á considerar solamente las 
tres ecuaciones : 

' . V o = / ; , ( • ' • , , . ' • , , , í ' , , ) 

Es fácil ver que, en el caso general, se demuestra el teorema de 
la misma manera. 

Usted bien sabe que, para establecer la primera parto del teorema 
mencionado se hace i/, = 'i (.i/.̂ ,»/,,), se deriva relativamente á .r,, ,r.̂ , 

?•' y? 
,r., esta ecuación y se elimina , ' v entre las tres ecuaciones 
resultantes. 
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Ahora paso á las otras partes dol tooroma. 
Supongainos que el deteriuinaiito 

(4) 

: Y, 
! ^ ' ' • ' 

i V. 
i '̂ •'•, 

¥:, 

1 '̂', 

^ / • , 

A''-, 

Vi 
í.í'., 

Y:, 
,̂*', 

Y 
,̂r 

V-
.\/-

Y: 
^ • ' ' . 

es nulo en las proximidades del punto Í/Í , , n.,, " , ) , y que uno de los 
determinantes menores de ])riiner orden uo es nulo en el (¡uiUt) ( (f,, 
" i ! ";n)i P'Ji" ejemplo, el delorminant(^ 

('>) 

lín virtud de un teorema muy conocido (Jordán, Coiirn (VAnali/xe, 
tomo 111, pá<̂ \ óHr)), la scií'unda y la tercera de las ecuaciones ('i) de
terminan .r., y .r,| como funciones di" x,, i/^ é //,, en las proximidades 
del punto ( a,, a., ti¡, />., /̂ , ), y estas funciones admiten (M1 este punto 
derivadas parciales relativas á r , , i/^_, //., dadas i)or las ecuaciones 

Y. 
Ar, 

Y. 
^r. 

Y. 
\v. 

Y:, 
.>'•., 

í,e, ^ ^r, ^r, ^ ^̂ /v. 
= (l 

. - - ( • 

Si se sustituyen ahcn-a los valores do .c.¿ yde x.¡ en la primera de 
las ecuaciones (:i), se obtiene el resultado 

, ' / | = ' f ( a - ' l . ? / . ¡ i . '/:l)i 

que tiene luf^ai- en las proximidades del punto f ÍÍ,, /;,, />.,, />,). 
Observando ahora que el teorema relativo á la dcrivacidn de las 

funjionos compuestas es aplicable á Id primera de las ecuaciones (3) 
so voque }/¡ admite derivadas parciales relativas á x^, y^ é i/,,. 

La derivada relativa á a;, está dada por la ecuación 

.^L+ Y^ ?•!!+.Y,. ?̂̂ :. 
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que, sustituyendo ' ' y ' ' por sus valores obtenidos de las ecua-
cX. cX. 

cienes anteriores, da 

^x _ I) 

representando por D el determinante (4) y por D, el determinante O")). 
Como el s(;o'an<lü miemljro de esta ecuación es nulo en las proxi

midades del punto (<(,, ¡i.,, « , ) , tenemos 

=0, 

y por consiguiente, en las proximidades del punto (« , , a.j, rt.,), la 
función o no depende de .?',. Tenemos, pues, 

.V,=!f ( . ' / i , ? / . ) , 

y la segunda parte del teorema queda demostrada. 
Supongamos ahora que todos los determinantes menores de pri

mer orden sean nulos en las proximidades del punto ( « , , «j , «.,); y 

sea ' uno de los determinantes menores de tercer orden que no 

es nulo on el punto considerado. 
En virtud del teorema ya empleado en el caso anterior, la tercera 

de las ecuaciones {.'Ij determinan, en función de a;,, x.¡, x,, y las de
rivadas parciales de x., relativamente á a;, y x, se hallan dadas por 
las ecuaciones 

Si se sustituye ahora el valor do a;, en la primera do las ecuacio
nes ('5), so obtiene el resultado 

il,=-i(x^,x.,,y,), 

y tenemos, como en el caso anterior, 

íx, â;, Î x,, :̂ x, ' ?J-, ír^ .>X3 ?x, ' 

ó, eliminando 



V.L PUOGRESO MATEMÁTICÜ 125 

por medio do las ecuaciones anteriores, 

IL Á. 
^x, .̂r., 

7^X^ Í.Í-., 

Como los segundos miembros de estas igualdades son nulos en 
las proximidades del punto ( a , , a.¿, «;,), la funoiíjn o no contiene ni 
X, ni Kj, y tenemos 

.'/, = <?(?/:.)• 

La segunda do las ecuaciones (3) da de igual manera 

El teorema queda, pues, demostrado. 

IMPORTANCIA DE LAS FORMAS CONGENERES EN LA MATEMÁTICA 

D. L A U R O C L A U I A N A Y UICAllT 

( c o s TI s V A (; I o N ) 

"Séanos permitido apuntar algunas ideas.,, 
Oon dificultad podemos estudiar directamente una forma matemá

tica, sea en sentido analítico 6 geométrico, si no asociamos á la idea 
primitiva otra congénere, la cual si bien nos favorece por un lado, 
en muchos casos dicha asociación no es bastante estrecha para quo 
dejemos de quedar perjudicados cu la consecución del fin. 

De la ligereza de ésto procedimiento responde la voz de algún 
matemático autorizado, cuando manifiesta que no siempre se estudian 
las figuras referidas al sistema de coordenadas quo pudiéramos lla
mar naturales. Estos descuidos son más notables cuando se eleva la 
ciencia á la altura del cálculo infinitesimal. 

En la diferencial de un área correspondiente á una figura geomé
trica cualquiera, so prescindo generalmente del modo de sor do dicha 
ligura, asociándola á ojos cartesianos 6 polares, como si éstos en 
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todos los casos fuesen los seres mas afines á la forma primitiva con
siderada. 

Xos concretaromos á simples ejemplos para dar á comprender la 
fuerza de nuestros arg'umentos. 

Al considerar el círculo relacionado á ejes rcctanfjfulares, hay ne
cesidad de desarrollar la intenral 

fyjr'-x'- <lr 

á fin de determinar su área; esta integ'ral sin duda no debe conside
rarse como la más natural, porque la faja formada por dos paralelas 
al eje y de las indefinidamente próximas,y que expresan la diferencial 
del circulo, es una forma que no es confí'énere con la primitiva. Si 
tomamos luego coordenadas polares en el supuesto de que el centro 
del círculo sea el polo, entonces dicho círculo so halla expresado por 
la inte<>Tal 

correspondiente al límite de una suma de sectores, siendo estos ele
mentos ya más afines á la íi»ura de que se trata. Cabe, no obstante, 
afirmar, que aun existo otra fiíiiira que lo es más; ésto es, el círculo 
concéntrico al primero y cu^'a distancia al mismo es una cantidad in
definidamente pequeña. En éste caso la diferencial debe expresarse 
por 2 1̂  r. (Ir., y la intej^ral resulta ser 

f''2r.r.(lr. = -r.r-

Este cálculo es más sencillo y natural por haber asociado á la i)rimera 
figura la más congénere. 

Dichas consideraciones facilitan el paso á la Geometría del espa
cio, pues tomando la esfera, jxir razones análogas á las que preceden, 
podremos sentar como principio que la forma natural ó congénert; 
para expresar la diferencial de su volumen será el volumen com
prendido entre dos, esferas concéntricas indefinidamente próximas, 
cuya expresión es A^-r\dr\ do suerte que integrando éntrelos 
límites o y r, nos dará el volumen de la esfera; en efecto 

J 4 -> T ^ * . / 

r. )•". <l i = 
O 3 

Ahora bien, cuando se pierde la curvatura regular y uniforme que 
caracteriza á la circunferencia y á la esfera, se aumenta la dificultad, 
oropero fácilmente se concihe por lo quo procede, que la forma con-
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SúiKíro á la dada debo ser homotética á ésta, tanto si la figura primi
tiva ps polifíoiuil como curvilínea, pues para esto último caso basta 
considerar el límite de una figura poligonal. 

Concretándonos pues á la figura poligonal, debemos recordar que 
la proyecciíui perspectiva puede res))onder de la teoría de liomotecia, 
comprendiendo dicha proyección como caso particular el caso de ser 
los rayos paralelos, base do la igualdad de figuras. Estas dos proyec
ciones son suficientes para formar la base segura y única de toda la 
geometría, y por ende el zócalo de las cuestiones más arduas del 
cálculo infinitesimal. 

En suma, las consideraciones anteriores, nos permiten conside
rar tan solo un elemento rectilíneo de polígono referido á su centro 
de liomotecia, según que dicho punto sea propio ó impropio, resul
tando un triángulo ó un rectángulo, si limitamos, en este segundo 
caso, la faja en la forma Inás conveniente, cuando el vértice del pri
mer triángulo se aleja indefinidamente de'la base. De esta suerte las 
figuras congéneres á las primeras deben ser fajitas paralelas á bases 
respectivas del triángulo ó rectángulo, y en el supuesto de expresar 
sus diferenciales. 

La forma rectangular no os indispensable en la teoría de figuras 
congéneres, pues bastará considerar el triángulo para la determi-
nacií'm de un área cualquiera. No obstante la tenemos en cuenta, 
como tránsito para la forma triangular, pues mientras en el rectán
gulo deben suponerse varial)les los dos constitutivos del área dife
rencial, en el triángulo deben imponerse variables los dos constitu
tivos del área diferencial. 

Las diferenciales de áreas, en los dos casos supuestos, estarán 
expresadas respectivamente por: 

llamando h y !>' las dos bases de la fajita correspondiente al trián
gulo, y a su altura, í», y «, la base y altura del rectángulo. La prime
ra diferencial puede expresarse por 

h + b -di) , , , (Il>. da 
da —oda- .̂  

Así pues, el área total del triángulo será: 

C" C* C'^dh.da ha ba 
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Ea cuanto á la segunda diferencial; b,<ia,, nos dá: 

J o 
1 = ^ - ' ' , " , ; 

área del rectágulo. 
Estas consideraciones son suficientes para llevarlas al área de un 

polígono cualquiera, empero si se trata de una figura regular, enton
ces puede tomarse como cento de homotecia el mismo centro de 
figura, apareciendo mejor en este caso la analogía con las figuras 
congéneres del círculo, pudicndo continuar aún dicha semejanza 
para los poliedros regulares. 

(Se conchUrá) 

LOS PROGRESOS DE LA GEOMETRÍA DEL TRIANGULO EN 1890 
POR M. E. V I G A R I É 

(Continuaciúu) 

En fin, M. Catalán resuelve el problema siguiente : 
La» redas AM, BM, CM enciteiüran en U, V, W n los lados BC, CA, 

AB del triángulo ABC. Determinar: \.° bvi longitudes x, y, z de las 
rectas AU, BV, C\V; 2.» las distancias AM = ((, BM = t', C M = M'. 

M. Catalán, después de haber hecho BL'=a', CU=a ' , .... obtiene 

ÍC^-. 

expresiones análogas 

M 

sen P" 

ab'.v 
' ~ ab' +ab' 

c^a' +b^a — 
a 

para g^ y r '; 

V 

sen »' S( 

bc'if 
11 = 

be +bc 

(ui'a' 

además 

ii< 

w = -

í 

frt' r 
ra'-\-e'a' 

designando a', "", p', P', f', f' respectivamente las longitudes AW, AV, 
BU, BW, CV, CU. 

Debemos también consignar otras Memorias, debidas á M. A. Mii-
11er, é insertas en los Archivos de Qrunert-íloppe (1890): 
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1.° Uebt'r den Broctird'schea Kreis ais geometrUehen Orí iind die 
danKclben verivandti'ii KegeWhnittscluiarcti (26 páginas). 

2.0 Ucbcr KcgdsclinUtc d'ic zu dem verallgettieinerten Brocnrd'nchen 
Drekcke iii liezicchiuig »feh<'n (44 púj^iuas). 

4. Focos i)K STKINKK. MM. Noubcrfí y (Job (nur lesfoi/cfs de Stei-
ner d'ini triangle, A. F., l'an's, 1881), pp. 17í)-l'J(i) \\a.m&i\ foros de Stei-
ner, en un triángulo, á los focos de la elipse que toca á los lados en 
sus puntos medios. Han expuesto de estos puntos un considerable nú
mero de propiedades, de las cuales las principales son las sifruientes: 

1.° Si se transforma un tr¡án<rulo por polares recíprocas, toman
do como centro del círculo director el punto de jjenioine Iv, este pun
to será un foco del triángulo transformado (proposición debida á 
M. lladainard. Journal de math. spéciales, 18S5, pág. 41). 

2.° Si F es un foco do una cónica ([ue toca á los lados del trián
gulo AIK' en los punt-is A', IV, (J' las rectas FA', FIV, VO' serán las, 
isogonales de las rectas FA, FB, FC con relación á los ángulos HF(J, 
CIFA, AFB. Luego, si F es un foco de Bteiner del triángulo ABC, las 
rectas AF, BF, CF serán las simedianas de los triángulos BFC, (;FA, 
AFB. 

3." Los focos de Steiuei' do un triángulo son los puntos de Le-
moine desús triángulos podares. 

4.° Kl centro de gravedad (,} de un triángulo os un foco de Btei
ner de su triángulo podar. 

5." I^as rectas que uncu los vértices de un triángulo á un foco 
de Steiner son inversamente proporcionales á los senos de los ángu
los bajo los cuales se ven desde este foco los lados opuestos do ABC. 

(I." Siendo K el punto do Lemoino de un triángulo ABC y O, O» , 
Oh , üo , los centros d(! los círculos circunscritos á los triángulos 
A1}C, KBC, KCA, K/VB, los puntos O y K son los focos de Steiner 
del triángulo (,)«OiOi-. Los cuadriláteros ÜB<J„C, (tCOftA, ÜAO.B son 
equivalentes. 

7.° Sean K,, .V los puntos de intersección de la simediana AK 
con las circunferencias AB(/, KBC; K, es un foco de Steiner del 
triángulo A B C . 

8.» Siendo 11 el ortocentro del triángulo ABC, tómense sobre 
HA, HB, l i e las longitudes HA', IIB', l lC iguales á las alturas co
rrespondientes : 11 es un foco do Steiner del triángulo A'B'C. 

9.0 Sea a el punto de Brocard ái ABC tal, (pie í2AB = fíBC = íiCA. 
Trácense las rectas ilM, ííN, íiP paralelas á BC, CA, ABy terminadas 
en M, N, \\ en (\\. AB, BC. í! es un fie.) de St-Muer de .VINB. 
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10. El centro de gravedad de un triángulo ABC es un foco de 
Steinep del segundo triángulo de Brocard AjBjCj. 

11. Sean A'B'C el triángulo podar de ABC con relación al punto 
de Lemoine K, w y m' los ángulos de Brocard de los triángulos ABC, 
A B C . El ángulo <o' depende únicamente de w. 

Los Sres. Neuberg y Gob han dado también varias proposiciones 
que se refieren á los ángulos de Steiner. Llaman así á las mitades de 
los ángulos, en los vértices, de dos triángulos isósceles equibroca-
dienses con el triángulo dado. El menor de estos ángulos es el pri
mer ánguh de Steiner, el otro es el segundo ángulo de Steiner. 

5. EJES DB STEINER É HIPÉRBOLA DE KIEPERT. La recta que une 
los focos de Steiner y la que es perpendicular en el pu^to medio de 
la recta que une estos dos puntos, son los ejes de la elipse máxima 
inscrita al triángulo y también los de su antícomplementaria: la 
elipse de Steiner. Por este motivo los Sres. Xeuberg y Gob (Sur les 
axes de Steiner et l'hyperbole de Kiepert. Asoc. Fran?., París 1889, pá
ginas 166-179), han llamado á estas rectas ejes de Steiner. Siendo los 
ejes de la hipérbola de Kiepert paralelos á los de Steiner, el estudio 
de estos últimos debía conducir á un estudio de la cónica de Kiepert; 
esto es lo que han hecho los Sres. Neuberg y Gob. Después de haber 
dado, para más claridad, nuevas demostraciones de proposiciones 
ya conocidas, los Sres. Neuberg y Gob han dado á conocer numero
sas propiedades de los ejes de Steiner y de la hipérbola de Kiepert. 
Véanse las más importantes : 

1.» Los ejes de Steiner son las rectas que unen el centro de gra
vedad G á los puntos de intersección de la circunferencia que tiene 
por diámetro GH (siendo H el ortocentro) con la recta que une el 
punto de Lemoine K al punto medio de GH. 

Si se reemplaza H por otro punto de la hipérbola de Kiepert, se 
tiene el teorema siguiente : 

2.* Una secante cualquiera, trazada por el centro Q, de la hipér
bola de Kiepert, encuentra á los ejes de Steiner en dos puntos por 
los cuales se trazan paralelas á estos ejes; el punto de intersección de 
estas paralelas describe la hipérbola de Kiepert. 

3.» Sean ma, mb, me las intersecciones de los lados homólogos del 
triángulo complementario A'B'C y del triángulo ortocéntrico hahbhe 
de un triángulo dado ABC. Por estos puntos se puede hacer pasar 
una infinidad de triángulos papbpe inscritos á ABC y perspectivos con 
ABC. El lugar de los centros de perspectiva es lahipérbolade Kiepert. 

4 . ' Los lados del triángulo meimbme tocan á la hipérbola de Kie-
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pert en A, B, C; el ortocentro de maimnic coincide con el centro del 
círculo de los nueve puntos do AHC; las rectas \m„, Bmj, Gmc, son 
perpendiculares á Gil. 

«).» Los ejes de Steiner son paralelos á las rectas de Simson de 
loa extremos del diámetro OK de la circunferencia ABC. 

().* Dadas dos elipses concéntricas y homotiHicas, la normal en 
un punto M de la elipse interior corta á los ejes en los puntos I', Q, y 
la tang:ente en M encuentra ¡i la elipse exterior en U, S. Los ánufulos 
RE'S, IIQS son constantes. 

7." El lugar de los centros de las C(5nicas circunscritas á un 
triángulo dado, y cuyos ejes tienen direcciones dadas, es una hipér
bola equilátera transformada por puntos inversos y por puntos anti
complementarios, de un diámetro de la circunferencia circunscrita al 
triáng'uio. 

La proposición (6) da la noción generalizada del ángulo de Steiner. 

G. SKIIIES DE pi-NTos NOTABLES. SÍ sc Combinan entre sí las coor
denadas de uno ó de varios puntos del plano de un triángulo, se da 
origen á otros puntos que en general, poseen, con relación álos pri
meros, propiedades notables. Partiendo de aquí, M. Poulain (Sur 
qtielquen series de point8 remarquableg dans le plan du triangle Matlie-
sis, pp. 248-251) ha resuelto los problemas siguientes : 

1." Dados dos puntos M, y M^ en el plano del triángulo ABC, 
construir un tercer punto M., cuyas coordenadas baricéntricas sean 
iguales á los productos »,ij, PiPj, TJi de las coordenadas (», , P,, Ti ), 
í«i , P i ,T , )deM, y M , , 

2.0 Dados dos puntos en el plano de un triángulo ABC, cons
truir un tercer punto cuyas coordenadas baricéntricas sean iguales 
á los cocientes de las coordenadas baricéntricas homologas de lf>s 
puntos dados. 

Después de haber dado diversas construcciones de estos puntos 
y estudiado ciertos casos particulares, M. Poulain indica algunos 
puntos notables. 

El punto cuyas coordenadas baricéntricas son ( «rt» , PA» , •¡r»>) ó 
( « sen " A, P sen " B, f sen " C ), siendo «, ?, Y las de un punto dado 
M, es el sinusien de orden n de M. Inversamente, este último es el anti-
sinnsien del primero, ó su sinusien de orden ( - » ) . Si el seno se halla 
reemplazado por el coseno 6 por la tangente, se tiene el cúseniisien ñ 
el tangentien •'» M da origen á tres series de puntos. 

o I TransorllilmoJ «in vnriar o-ilas niiovrt'i ilpin-niíiacioiiPS. .V. ihl T. 
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Si se multiplican los ángulos por 2 Ó -, 4 rt , etc...., se tienen 

nuevas series que en el caso de los senos pueden llamarse doble ni-
niixh'n y el iii'ini-sinuskn, etc. 

Terminando, M. l'oulain da una construcción de estos puntos; 
después indica ciertas particularidades que se presentan en este 
trazado. 

7. CíiiCL'i.ü D!-: LOS NL'KVK PUNTOS. Dos demostracioncs (*' del 
tL'oronia de Feuerbacli se Jiim dado. La una, debida á M. Milne, fué 
comunicada por M. Lalbalettrier (J. Iv LSÍJU, pp. .'{"jj; M. Lauvernay 
indicó la otra (J. E. 1890, pp. l'j;j-19')j. Estas demostraciones son no
tables por su gran sencillez. 

8. CiüCL'Lo j)K FLIIIÍM.VXN. Este círculo es el que tiene por diá-
jnetro la recta que une el ortoceiitro 11 al punto de Na^^el v. Ha sido 
estudiado por M. Fulirmann (Sur un wjtiveaa cerdc nssocic'á un trian-
fflcU. 1890, pp. 105-111). 

Sí A'H'C y A'H'C" sun triáng-ulos complementarios y anticomple
mentarios de ABC : A,, 15,, C,, A„ B.„ C„ los puntos en que el círculo 
circunscrito AUC corta ú las biscetrices AI, HI, ('I, y á las rectas que 
unen entre sí los centros I», Id, le de los círculos ex inseritos, so 
tienen las propiedades siguientes : 

1.» Sean A^, B^, Cj, los simétricos de A,, B,, C, con relación á 
BC, CA, AB. El triángulo A^BJJ^ se halla inscrito al círculo de 
Fuhrmann y es simétricamente semejante á los triángulos ABO é 
Irtlilc 

2.» Se toman sobre las alturas AII, BU, CU del triángulo ABC 
los segmentos AA¡, BB;, CC, iguales al diámetro 2r del círculo ins
crito. El triángulo A.,BiC\ so halla inscrito al círcido de Fuhr
mann; además es simétricamente semejante á ABC. 

3.» I es el centro de perspectiva de los triángulos A^B^C, y 
A.B.C.. 

4.» I es el punto doble de los triángulos simétricamente seme
jantes ABC, A^B¡C¡ y también el de los triángulos A^B^Cj, A,B,C,. 

5.* Sean I'o, I'i , Te los simétricos de I,,, IA •, íc, repectiva-
mente con relación á las rectas BC, CA, AB. Las circunferencias cir
cunscritas á los triángulos BCI» , CAI'i , ABI'c y las rectas AI'», 

(•) M. Clomoule Tliiry lia dado una (Mathesi», IS"», p. lOfli que lia îll<^ lepiodiirlda por 
M. fatalAu, quo la habla oiitonido por su paite en la .Vota litula<la : <l«rli¡nn ¡'orintilr» ri-ltilire$ 
flux triaufih» rtctilignes. 
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H r „ , Cr,; , pasan por un mismo punto 11. Los lados del t r iáns 'ulo 
AJ\.,C^ son pprpend icu la r r s on los puntos medios do las ructas AR, 
HR, CR. I y R son jiuntos ncmclos. 

(i.* El eje de honiolo^'ía de los t r iánuulos A|15|C| y A,,H¿Co es pe r 
pendicu lar en el punto medio de la recta III y toca, en esle punto , al 
círculo inscrito á \W. 

7." VA círculo inscrito á AlU' y el círculo dv ios nueve puntos se 
tocan en el j)unto medio de la recta IR. 

H." Las rectas A_,A., )i,]i,,, C / ' i encuen t ran respect ivamente á 
HC, CA, AH en tres puntos V„ , Vi, , V,. s i tuados en la tanfíonte 
común al círculo inscrito y al círculo do los nuevt^ [)untos. 

9.a Las perpendiculares bajadas desde A,, H,, C, sobre los lados 
opuestos del triánirulo A . R J ' j ccuicurren eti un punto S d e l a c i r c u n -
ferencia O. Este punto se halla s i tuado on la recta Ovy es, en el Irián-
ííulü AW% la homologa del punto v considerado en el trián<>ul() 
A¡R,(;,,. 

10. Las perpimdiculares bajadas desde A, 15, C sobre los lados 
opuestos del t r iángulo A,15.(!. concur ren en un mismo [)uato T de la 
circunferencia O: 'I' y H son puntos hoindlofros de los triánjíulos 
AiíC, AiHiC'i. 

11. El eje de liomolofíía de los triániíulíjs ABC, AiH.C. es per -
J)endiciilar á IIT. 

12. Las r e d a s dobles de los ti'iánu'ulos inversamente semejantes 
ABC, A¡Hi('i encuent ran á las a l turas AII, Hll, CU de AHC en p u n 
tos ( X« , Xh , Xr), ( X ' „ , X'h , X',-), tales, (pie se tenida 

AX„ = HX^ = C X . = - B - í / , A X „ = H X / , - C X ' , . - ^ R + í/, 

s iendo día, dis tancia 01 . 
MathfíxÍK {)ublicará ul ter iormente , investi,ilaciones de M. Mansión 

que forman un complemento al artículo de M. F u h r m a n n . 

9. PAKAIIOI,AS I)K AUTZT. Estas pa rábo las forman dos fifrupos: 
son confocales dos á dos , y t ienen por focos los vértices A.¿, H.̂ , C^ 
del s egundo t r iángub) do Rrocard. 

El p r imer g r u p o Í P ) contiene las pa rábo las P „ , Vh , V,- tan
gentes á los lados del trií'uigulo en los ext remos del tercero. 

El s egundo g r u p o f Q) contiene las pa rábo las tangentes á las dos 
bisectrices ÚÍ\ un ángu lo y á las medianas corresi)ondientes. 

Las parábolas t í ' ) han sido cons ideradas recientemente por M. de 
Longehamps . 

Después de haber dado una denio.sti'aeifín elemental (J. E. ló!)-]')] | 
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de la fórmula que da el parámetro de estas curvas M. de Longchamps 
ha dado á conocer, (Sur les parábola de Art:t,¿. S, IHÍtO, pp. 149-153) 
propiedad siguiente: 

Si A', B', C son los puntos comunes á P4 y P r , Pe y P« , Po y PA , 
las tangentes en A' á P* y P, son respectivamente paralelas á las 
medianas trazadas por C y B. De lo que resulta este teorema: I^as 
parábolas (P) se cortan en los puntos A', B', C; las áreas do los trián
gulos curvilíneos que determinan están dadas por las fórmulas: 

AC'B' = CA'B' = BA'C == ?,{ABC, A(' B = BAC = ('B'A = {^ABC. 
81 Hl 

En esta nota M. de Longchamps da á conocer también cierta elip
se U cuya ecuación baricéntrica es ; 

85:a-=iii:x;5, 

y enuncia con este motivo el teorema siguiente : 
1.» La elipse U tiene por centro el centro de gravedad (! del trifiínjn-

lo. 2." Paga por los puntos A', B', C (centros de gravedad de los triángu
lo-i AGB, BGC, CGA) comunes á las parábolas {V). 3." Los setni-ejes a, [1 
de esta elipse ee hallan dados por las /ornadas 

. H área ABC . , £,, 2 {a' + h'-\-c'\ 
' 27 va ' ^>' 81 

(Se euncliiirúj 

MÉiOIRE SUR LE T E T R A E O R E , SUR LE POINT OE STEiNER 
PAK M. NKUBERÍÍ 

Ya en el número 4." expusimos algunas nociones sobre la Geo
metría reciente, extractadas de la obra que publico el profesor Casey, 
con objeto de poner al corriente á nuestros lectores en lo que se con
tinúa haoieado concerniente á este género de investigaciones. 

Basta recorrer ti artículo que acaba de publicar M. Vigarié en el 
Journal de Maihhmfiqíu» éléinentaires sobre los progresos de la Geome
tría dd triángulo en 1890 (del cual continuamos publicando una 
traducción en este número del periódico), para convencerse de cuan 
vasto es ya el campo por el que se extiende esta rama geométrica, y 
cuan necesario es reunir todo lo ya establecido en una obra comple-
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ta, y de una manera sistemática. Efectivamente, en este trabajo que 
enumera y resume lo más reciente de talos investigaciones, se trata 
de los puntos asociados tripolarmente, do los punto» gemelos, de las co
ordenadas de inercia de M. Cesáro y del trabajo del mismo sobre las 
coordenadas bariccntricas. Acerca de las figuras semejantes, del círculo 
de Fuhrmann, de las parábolas de Arlzt y de Mandart, etc., todo lo 
cual exi<jtría recorrer las páginas de los periódicos matemáticos de 
MM. Longchamps y Mansión, donde se hallan diseminados estos r e ' 
sultados que constituyen la Geometría reciente. 

Con objeto de facilitar este estudio, hoy hemos de limitarnos á 
extractar algunas ideas de M. Neuberg quo encaminadas á este fin. 
permiten ilustrar al lector en lo más esencial de tales investigaciones. 
En su Mémoire sur le te'traédre ''* se propone extender al espacio las 
proposiciones concernientes á los puntos de Lemoine y de Brocard-

Como preliminar necesario enuncia desde luego las proposicio
nes capitales de la nueva Geometría, de las cuales algunas hemos 
publicado en el anterior número de este periódico, y que M. Neuberg 
comprende bajo el epígrafe de puntos y círculos de Letnoine y de Bro 
card. 

Después pasa á exponer las transformaciones arguesianas. Con 
este objeto pasa del examen de las coordenadas normales y bariccn
tricas de un punto M con relación á un triángulo, á las mismas con 
relación á un tetraedro. 

Definidas las coordenadas baricéntricas de un punto M con relación 
al tetraedro A,AjA.,A, por la proporción 

(x , : ix , : , .3 : i . ,=T,8, :T,S, :Tá:TA:T,8. , 

en laque (A,, (AJ, ¡X,,, ¡A, son proporcionales á los volúmenes MA,A,A„ 
MA,,A,A„ etc. 8,, S„ 8.,, 83 son proporcionales á las distancias de M á 
las caras del tetraedro, y T„ T„ T3, T, son las áreas de las caras de 
éste, define el plano de homología de los tetraedros A,A,A.,A4 y el 
MiMjMjM,, de los cuales el último está determinado por los puntos 
de encuentro de la intersección con cada cara de la recta trazada por 
M y por el vértice opuesto del primero y el plano polar de M con 
relación al tetraedro T. 

Define dos puntos M y N como conjugados isogonales con rela
ción á un triángulo cuando las coordenadas normales del uno son 
inversamente proporcionales á las del otro y lo son con relación al 
ángulo AOB, cuando éste y el ángulo MON tienen la misma bisectriz; 

(•) BruxeUen. M»yer, imprimeur Huo de Louvain, 72 pAg, 1884. 
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siendo OX la pohn- isogonal de M y formando los r ayos OA, OH, O.M, 
ON un haz inogonal. 

Si M«, M i , N „ , Nft son las proyecciones de M y N s ó b r e l o s 
lados del áng ido AOH, se tiene, como se vio en la páí^ina 77 de este 
periódico, que \1Nf„. N N ^ j ' MNU . NN'i son iguales, que M y N son 
los focos de una cónica tangente á OA y OH, que en un t r iángulo las 
proyecciones de dichos [)iintos sobre los lados son seis puntos de 
una circunferencia, etc. Y las mismas propiedades se verificarán 
pa ra el t r iedro. Así, p ' i r e¡em¡)lo, las proyecciones de M y X sobre 
las tres caras de un tr iedro se hallan en unas- iperf ic ie esférica cuyo 
centro se encuent ra en la recta M \ , etc. 

VM cuanto al te t raedro, los p lanos j)()hires isogonaii 'S de M con 
relación á los seis d iedros concurren en un mismo punto N, las dis
tancias de M á las caras del sólido son inversamente proporcionales 
á las de X' á los mis/nos planos, las j jroj 'ecciones de .M y N'̂  sobre es-
to.s p lanos so hallan s i tuadas en una superfieie esférica cuyo centro 
está en el punto medio de M.V y los puntos .M. X son los foeos de una 
superficie de segundo orden inscri ta al te t raedro. 

Además, la consideración de las proyecciones M,, M,„ M,. M| de 
M sobre las caras de! te t raedro conduce al teorema de Steiner : 

SI lan perpcn'Uridiirrn tray/'hn por lofi vi'rtice¡^ tle, un tetraeilro 
M,MjM;|Mi mbro las carai ¡mm'dnrjdx de otro tetraedro X^\.,.\.^\^ roiirit-
rren en un punto, las perpendievUiren tra:a<la>i (leude Ion vertiees de 
A,A¿A|. \ i /tohre las earan de M,M¿M|M, también concurrirán en un 
punto, teorema del que da M. Xeuberg una generalizaci ' in en su U'o-
ría de las cuádruples hipcrbidóidieni> ó sistemas de cuat ro rectas tales, 
que cua lquiera otra recta que i-ncuentra tres rectas del sistema se 
apoya tambii-n en la cuarta , s iendo estas rectas las genera t r ices de 
un mismo sis tema de un hiperboloide. 

P a s a M. Xeube rg á examinar las .superficies do segundo orden 
c i rcunscr i tas al t r i ángulo de referencia que permanecen invar iables 
por una transformación isogonal , p resen tando las ecuaciones de las 
analfijmdtica» isogonales <• isotómicas,\o que le permite e n u n c i a r l a 
existencia de tres hiperboloides analngmáticos representadlos por tres 
ecuaciones 

E n el art ículo dedicado al punto del nihmno de la suma de los cua-
dradog de la» distancias á plano» dados se hal lan extendidos var ios 
teoremas relat ivos al caso del t r iángulo al caso del te t raedro, el pun
to L tal, que la suma de los cuadrados de sus distancias á lívs caras 
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(l(íl tetríu'(lri) es un mínimo, es el punto K de í^emoino en el triang'ulo. 
El punto Ly el G do gravedad del tetraedro son, como en la (ieome-
tría del triángulo, conjugados ¡sogonales, y el L es el centro de grave
dad del tetraedro rj|L.dj;Jj;| formado poi* sus proj'ecoiones sobre las 
earas del tetraedro T. 

Además, los planos trazados por L paralelamente, á las caras 
A,,A.wV:„ A,,A.,A,, AiA,A.i determinan un paralelepípedo, cuya diago
nal A,J. pasa por el centro de grnvedad N del triángulo N,>.'.̂ N., de
terminado por las interseccion(\s de cada uno de dichos planos pa-
rahdos con las aristas AiA,, A,,A.j, AjA,; y considerando las tres ex
presiones distintas tlel volumen d(d paralelepípedo, obtiene M. Neu-
berg las igualdades 

A .X, \ , .T, - A , N , \ , . T , : = A , y , \ , .T„ <') 

que, á causa do la analogía ctni la relaciiMi (de igualdad d(! produc
tos) (pie determinan dos rectas antiparalelas en un ángulo, le permi
ten dar á c(uioeer los triángulos A,A.̂ A., 3' N|X.¿X,, bajo la denomi
nación de seccioneíi mitiparaldas de xt't/KixId c.ipí'ric en el triedro A¡. 

De análoga manera que para el triángulo, una esfera que pase 
por los tres puntos A,, A.¿, A., encuentra á las aristas A ¡A,, A.,A¿, 
AjA, del tetraedro T en tres puntos N,, N.̂ , N;, tales que N.̂ X̂ , y A.jA;„ 
etc. son antiparalelas, de manera tpie la sección N,X.jN;, es anli-
paralelá á la .\,.\jA:i ciui respt^cto al trietlro .\,,. 

Ni) seguiremos á M. Neuberg en la multitud de proposiciones 
(jue establece al tratar de las mádruplfs IiipcrholóñUras que le permi
ten generalizar el teorema de Steiner arriba citado, ni en las teorías 
de las i-crta» roiiruri-entex, del tetraedro isodinámico (aquél en el cual 
los productos de las aristas opuestas son iguales), del cuadrángulo 
imdin(í)nico, del tetraedro inógouo y del tetraedro involativo que cons
tituyen su interesante trabajo sobre el tetraedro, pues el entrar (MI 
estos desarrollos nos llevaría más allá de nuestro propósito, limitado 
á indicar los puntos capitah-s de esta extensiíín que liace M. Xeu-
berg al tt^traedro de la (¡eometría d<íl triángulo. 

Poco direnu)S de la nota Sur le point de Steiuer que fué publicada 
anteriormente í^.n iú .Tourmil de Mathéinatiques xpccialen (1880) pues, 
tanta es la doctrina contimida en un corto número de páginas, que 
sólo puede formarse idea de tan interesante trabajo, leyéndolo por 
completo. 

(•) Las tti-ens T|, T ,̂ Tj ilo lan carax Aj.XijAi, A|A;i.\i, A, Ai Aj son propoi'cionales, 
i'omo on la Oeomolria ik'l triAnifulo, 4 las iliiitancias ilol punto It A las rarjB del tolraeilro. 
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Sin embargo, diremos únicamente que, siendo AjAjA, un trián-
ííulo cualquiera, O el centro del círculo circunscrito, G el centro 
de gravedad, II el punto de intersección de las alturas, E la elipse 
circunscrita, cuyo centro es (i, el círculo O y la elipse E tienen un 
cuarto punto común II, del cual Steiner ha consignado las propieda
des siguientes : 

Los círculos osculadores á la elipse en los puntos A,, A¿, X-¡ se cor-
Uin en R. 

La normal tra:ada por Rá la elipse pasa por el sime'trico de H con 
relación <l (}. 

El punto li pertenece á las tres circunferencias que pasan por un vér
tice del triángulo A,A3A3 y por el simétrico de los otros vértices tomados 
con relación d G. 

Esto punto es idéntico al que M. Tarry ha designado por la letra 
R, para el cual propone M. Neuberg la denominación de punto de 
Steiner. 

Para obtener algunas propiedades del punto de Steiner hace uso 
M. Neuberg de la transformación por polaridad trineal. 

Si í(|2',+í(¿r^ + (/,j,r, = o es la ecuación de una recta n que encuen
tra á los lados del triángulo fundamental AiAjA., en N,, N„ N^, los 
conjugados armónicos de las rectas A,X,, A^Xj, A^X, con rela
ción á los ángulos A,, Aj, A3 del triángulo, tienen por ecuaciones 
«j»j — ít,rI =«,.... y concurren en un punto N cuyas coordenadas son 

, , , estableciendo M. X'^eubergcon M. Mathieu (Xouv. Anuales 

18ti5) que X' es el polo trilineal de n y que n es la polar trilinealáe N. 
Considerando enseguida M. X'^euberg la ecuación de una cónica 

U circunscrita al triángulo de referencia A,AjAj: 

\ 1- ^ = 0 , 
,r, . r , 0-3 

observa que la polar trilineal de un punto cualquiera ( .r,, .r^, x.,) de 
esta curva pasa por un punto fijo cuyas coordenadas son L,, Lj, L,; 
este punto fijo, al que llama/>oZo (íe Aomoío^/a de U, es el centro de 
homología do A, AjA, y del triángulo T,TjTj formado por las tangen
tes en los puntos A,, Aj, A3 á la cónica. 

Aplicando M. Neuberg las nociones establecidas al círculo O y á 
la elipse E, y suponiendo que K,K,K3, G,G,G, son los triángulos po
lares de A,AjA;, con relación á estas curvas, de que el polo de homo
logía del círculo es el punto de Lemoine K, el de la elipse es el cen
tro de gravedad G y los ejes de homología son, respectivamente, la 
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polar fc de K con relación al círculo y la recta en el infinito ff, dedu
ce que : 1.° et punto de Steiner es el polo trilineal de la recta que une el 
punto de Leinoine al eentro de ¡jravedad; 2." las rectas K|G,, KjG.¿, Kjd;, 
se confunden con los lados del triánjulo 11,11^11,. 

Finalinent(>, de las muchas i)r()pieda(k's deducidas por M. Neu-
herfí, sólo citaremos que : el punió de Steiner es el conjugado isogonol 
con el punto situado en el infinito sobre K, que : Toda cónica U circuns
crita al triángulo fundamental A¡\¿X, tiene por transformada por pun
tos recíprocos la polar trilineal del reciproco de su polo de homología. 

En particular, la elipse E es la transformada isotómica do la recta 
en el infinito, etc. 

Z. ( i . DI". (ÍA1,I)K.\N() 

VORLESUNGEN ÜBER DI ALGEBRI DER LOGIK (EXACTE LOGiK) 
voN D K . E R X S T S C I l ü D E U 

La Introducción á la obra consta de 12ó páginas en las que expo
ne el Dr. Sohroder extensas consideraciones sobre el carácter y lí
mites propios del problema del Algebra de la lógica ó lógica maleiná-
tica (e.vacte logik) tratando de la inducción, deducción y el juicio 
inductivo y contradictorio, del sujeto pensante de sus representa
ciones y del objeto. 

La introducción, en suma, es un estudio crítico del problema que 
constituye la obra, no sólo examinado en sí y conforme al criterio 
pursonal del Dr. Schroder, sino basado también en cuanto se ha edi
ficado en este género de investigaciones por los filósofos y matemá
ticos, partiendo del sistema de Boole. 

Sería prolijo enumer.ar los escritores á que ha consultado y áquo 
hace referencia el Sr. Schriider, exponiendo además .una larga lista 
obras al final del primer tomo que hasta ahora ha aparecido. 

Nos limitaremos á citar á Rain, líoole, Cayley, (Note on the calcu
las of logic "The Quaterly Journal of puré and appiied mathematics), 
Olifford (on the tgpes of compound statement inrolring fonr clases, etc.), 
Dedekind ( Was sind und vas sollen dic Zahlen?) Delboeuf, Logique al-
gorithmíque, Morgan (Formal logic, etc.), los escritos relacionados 
con el asunto de M. Drobisch, Euler, .(h-assmann, W y William lio-
vran Hamilton, Jovons, Kant, Lambert, f^iard, Lipschitz, Peano, Peir-
ce, SchfTler, Spottiswoode, Stolz, Ueberweg Wundt, con lo cual se 
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formará el lector idea de la amplia base sobre que descansa la obra 
del Dr. Scliríider, r e se rvándonos el t ra tar de las imp irtaiites ideas 
desenvuel tas por estos j o t ros escri tores para nuostr.i art ículo pn')-
ximo á aparecer S(jbre el simbolismo del Algebra moderna. 

Principia ¡i en t ra r en mater ia es tudiando el pdeio eategórieo que 
presenta bajo la forma de teorema (pie une á nn mijeto un predieado, 
expresándose esta unión por medio de la cópula "es- ' . 

P a r a expresa r esta relaci 'm emplea el Sr. Schróder un s igno es
pecial C además del s igno = tomado de la ^fatemática. Así 

"(todo) oro es me ta l ' —."'ítodal sal común es c loruro de sodio" 

se expresa rá como si^fue 

oro C metal, sal común = c loruro de sf)di(); 

y cuando emple;nn')S una ¡Igualdad tal como <(~b, expresamos (pie 
sus d o í miembros son únicamente nombres dis t intos de uno y íot 
misin» objeto del pensamiento . 

El otro silgue ( , ItJase subordinado (subordinirt), y la relaciíín a( b 
se l lama una nnbordinaciún, así como el sip-no ) se lee .'irpraordinado 
(üherf/eordnef, snperord in i r t ) . 

La relación existente, en el ejemplo ar r iba puesto, entre - 'oro" y 
"me ta l ' es esencialmente la misma que existe en t re una (ispecie y el 
faenero á que está, subord inada , á bien entre un individuo y una es
pecie á ([tío este individuo ¡lertenece en unión con otros . Kn «íene-
ral : especie ( á su ¡iñiero. 

fja cópula " e s ' expresará y a la una. ya la otra de ambas re lacio
nes represen tadas por los sig'nos ' ('• = , mediante \\\\ siiruo compues
to de ambos "f " ('» para hacer por sí solo más comprensi i) l" el |)ensa-
miento. Kste sig'no se leerá suliordinado ó igual, pudiéndose decir (|ue: 

El juicio categórico erpresa siempre que el sujeto (el eonee/ito-sujeto) 
se halla subordinado al predicado (eoncepto-predicado) ó ei i-h-ntico con. 
el mismo, s iendo 

sujeto ( pi'edieado 

la forma común d(̂  todos los ju ic ios eate<r<íricos. 
Una aPimación de la forma 

a( b 

es una subsumpción (subsumtion) ó coordinaci(')n (einordnunfr), s iendo 
dicho s igno el signo de subsumpción (subsumtionszeichen). 

(•) En la imposibilidad di" prapli>ai' el sijfiio tipográfico do que s<' -«irvp el Sr. .Siliriidcr, 
iiíiamois el mAs aproxim.ado que le podemog Kuntltuir. 
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Poro la subsumpoióti da lufíar á la relaciiíii itiversa en que b y n 
se substituyen entre sí. El contenido do las proposiciones envueltas 
on las fórmulas 

<i í h , <( ---'- h , 

puede reproducirse exactamente por medio de las sip'uientes propo
siciones : 

Totlo a es b, pero no todo a es b, 
Todo a es b, ,1/ adftnás todo h es a. 

Evidentemente estos dos conceptos se excluyen. Nunca pueden 
ser los dos ciertos al mismo tiempo, puesto (|uo el sf^gundo contra
dice al primero. 

Desarrollando esta cuesticm capital do la subordinación, pasa el 
Sr. Schiirder á examinar las expresiones numéricas de varios siffni-
(icadiis. ()l)serva (jue la raiz cuadrada es una operación, en g-eneral, 
de du.s s¡;L;nilicados, y escribiéndose V í) = 3, v' i» = — 3, se llog'a á 
la conclusión errónea —¡5 —+3, paradoja (jue depende del empleo 
poco preciso del signo de io-ualdad. 

Para tratar esta cuestión correclamenle es preciso distinguir 
desde luego cuidadosamente en la representación, la raiz cuadrada 
considerada como de múltiple significaciciu, y distinguir el valor ge
neral del principal, siendo aquel, no un vabu' propiamente dicho, 
sino una clase completa de valores. Así, entro la raiz cuadrada múlti
ple y cuaUjuiera de sus valores existe realmente la relacifín de subor
dinación del individuo dentro de la clase ([ue lo comprende, lo cual 
indujo á Caucliy á emplear un paréntesis para designar el valor prin
cipal. 

Enlasconsidoraciones preliminares([ue desarrollaelSr. Schóderso-
bre la representabilidad del juicio como juicio coordinatorio (suhsnm-
tionsurteile,) trata de los juicios no categóricos expresados mediante 
conjunciones como: si,..., asi,..., ó bien,... etc., manifiesta que solo tra
tará, en cuanto por su contenido lógico sean representables mediante 
el signo de subsumpción. Observa que la relación entre el concepto 
del sujeto y el del predicado significa una relación de circunscrip
ción (Umfangsrerhilltiiisse) representablo por la expresión n ( b. La 
clase del sujeto sejialla totalmente comprendida en la clase del pre
dicado. 

Después de tratar de la inclusión de los objetos del pensamiento 
como individuos de una clase, pasa á exponer la teoría del cálculo 
idéntico con dominios de una variedad, principiando por recf)r(lar el 
empleo del diagrama, de Eulor, mediante el cual, ya esferas ó ya cir-
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ciinferoncias en un plano sirven para representar la circunscripcifín 
ó cierta clase de un dominio en el espacio. 

Para ello, parte del supuesto por el que se dá una variedad de 
elementos, ya sea la variedad de puntos en la su[)erficie de una pi
zarra á de un pa|)el, variedad que retenemos en el campo de nues
tra atención de una manera permanente, sin preocuparnos de los 
objetos exteriores á la misma. La naturaleza de esta variedad, asi 
como la especie de sus elementos se halla representada á discreciíín 
nuestra, debiendo ser las consideraciones unh'firsalcs, y exigiéndose 
la condición de la realidad para cada variedad imaj^inada de cual
quier clase do elementos, pudiéndose admitir: sobre todo, la variedad 
de los puntos del espacio, además la variedad de todas las rectas 
imaginadas en el espacio, ó también los puntos de una recta determi
nada y ulteriormente la variedad del punto-tiempo (Zeitpunkte) de 
espacio-tiempo (Zeitraum), etc., etc. 

A cualquier a<»'rupación de elementos el Sr. Hclioder la llama do
minio. Estos dominios pueden consistir en: puntos aislados, líneas y 
superficies ó en una fif^ura cualquiera dibujada en la pizarra. Y con 
objeto de esclarecer los teoremas g'enerales del cálculo en cuestión 
acude á la representación de sus leyes por medio de superficies re
lacionadas entre sí, ó la manera (jue so hace por medio de superficies 
circulares, en el diajiframa de Enler. 

Emplea el Sr. Schróder las letras a, b, r,.... para designar los do
minios, y funda las leyes de este cálculo en las formas generales del 
razonamiento matemático por las que la geometría de Euclides ha 
servido de modelo, para, reconocer después que en las conclusiones 
de estas demostraciones se han empleado solamente los principios 
de este cálculo; y trata de los diversos empleos de las letras emplea
das como signos generales, así como de los signos de operaciones y 
relaciones. Observa además que los elementos de la variedad que 
considera, pueden llamarse también iiuUritltios, pudiéndose ofrece/ 
asimismo los "dominios" de esta variedad como sistemas y como 
ciasen de tales individuos, y llegarse á considerar como tales indivi
duos objetos cualesquiera del pensamiento, hasta el punto de que re
sulten contenidos en una clase general supraordinada (nhergeordnete). 

liespecto al dualismo 6 reciprocidad que se observa en la adición 
ó multiplicación, de modo que los teoremas correspondientes se ofre
cen con cierta simetría, adopta el empleo del sufijo ó subíndice 4- '> 
X al enunciar dichos teoremas en toda la exposici<)n de la obra. 

(Sf confluir (I)' 55- O . I>K O . 
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V A R I E D A D E S 

RiviriTA Ki MATKMATiCA uiuETTA DA G. PEANÜ. —Eiitro las niiiciías 
publicaciones periódicas por medio de las que en Italia se difunden 
las teorías matemáticas, conservándose el interés jtor este jréncro de 
estudios, hoy tenemos que señalar á los lectores de Ei. PKOUKKSO 

MATEMÁTICO la notable revista dirigida por el profesor de la Univer
sidad de Turín Sr. ü . Peano. 

El Sr. Peano sigue con especial afición y asiduidad, aparte de 
otros muchos trabajos por que es conocido entre los aficionados á la 
ciencia matemática, este género de investigaciones que, partiendo del 
cálcalo baricéntrico de Mobius, del Audehnungslehre de (xrassmann 
y de la lógica algebraica de Boole, van haciéndose lugar hasta en los 
tratados que se destinan hoy á la enseñanza. 

En su obra Calcólo geométrico secondo V Ausikhiiuníjdchre de Grax-
smann (1888) partió de las operaciones de la lógica deductiva para apli
carlas á los entes geométricos incluidos por el Sr. Peano en formacio
nes (formazioni) de cuatro especies, y estas aplicaciones de las teorías 
de Mobius, Grassmann, Bellavitis, Jlamilton, etc., también se encuen
tran en su obra Applicmioni gcoitwtriche del calcólo inflnitcsimale 

Consecuente en la idea de llevar hasta ulteriores aplicaciones este 
orden de conceptos, el Sr. Peano publica en la Itiulnta di Matemá
tica correspondiente al año de ISdl sus interesantes artículos titula
dos Principa de Lógica matemática. Formóla di Lógica matemática y 
Sid concetto di numero; y ciertamente que el ilustrado profesor de la 
Universidad de Turin conseguirá como fruto de su trabajo obtener 
un libro destinado á la enseñanza de teorías que van pasando al do
minio general mediante la fácil y correcta exposición de sus puiv-
tos más abstrusos, hasta poco hace envueltos en cierta oscuridad por 
efecto de su carácter abstracto y metafísico. 

Otro de los trabajos publicados en la üivieta di Matemática y que 
e.tpresan su tendencia educativa, el propósito de llamar la atención 
de la juventud hacia los ideales de la ciencia grabados de una ma
nera permanente en las obras de los grandes maestros, es el artículo 
del Sr. Segre Su alciini índirizzi nelle investigazioni geotnetriche. Des
pués de aconsejar á la juventud el abandono de cierto género de in-
vestiga''iones que cautivan por su sencillez, pero que bajo un falaz 
aspecto do originalidad conducen á resultados infecundos y efímeros, 
lamentándose del exclusivismo con que se sigue por algunos, ya los 
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estudios puramente g'eométricos, ya las teorías del Análisis, reco
mienda, apoyándose en varias citas de eminentes matemáticos, así 
como en el individual proceder de cada uno, la necesidad de unir 
ambos desarrollos de la Matemática, que en determinadas circuns
tancias por sus conexiones favorecen el general progreso. 

Entre los ejemplos que cita de este auxilio mutuo que se pres
tan las dos ramas principales de la Matemática, se Iialla el que ofrece 
la (/fometría sobre viin curva algébrica cuyo concepto se halla por vez 
primera en un trabajo analítico de Riemann, los resultados obtenidos 
por el Sr. Weierstrass sobre las funciones abelianas, los reciente
mente dados á conocer por \\. Poincaré al presentar las expresiones 
de ciertas funciones analíticas de una variable, que denoniin(5 fiiii-
eione» Fuchianas, etc.; y en fin, después de consideraciones lumino
sas sobre los métodos sintéticos de los Ponoelet, Staudt, etc. y ios 
procedimientos analíticos de Sylvester y f'lebscb, y en fin de la geo
metral eniimeratii'ii''', se eleva al conei'pto de la rama superior cons
tituida por la (ieometría del lii[)er-cs[);ic¡o, haciendo indicaciones 
sobre los tres modos do presentarse el hiperespacio á los geómetras, 
y haciendo ver cé)mo la geometiía en el espacio de n dimensiones es 
una generalizaci(')n de la (ícometn'a en el espacio ordinario. 

Diinostrazioni di un teorema .iiilla traii^/oriwi:ione delle curre alge-
briche di E. Bertini. —.SV^̂ ra la parte fatta alia utorin ia un diseguo di 
Bibliografía delle Matematiche nota di Favaro, son (Jtrus trabajos con
tenidos en la Rivinta di Mateinatiche. 

JOUHXAL DE M A T I Í Í M A T I Q I K S Él.í;.MKNT.\Ilii:s OK M . I.U.NOCU.VMl'S 

Los números correspondientes á los meses de .Vbril y Mayo contie
nen notables artículos en los cuales se desarrollan nuevas cuestiones 
sobre la geometría del triángulo. 

El artículo de M. l^oulaiu Des coorduneen angulairen, contiene; 
I. Propiedadea de los circuios laterales de M.—II. Triángulos deducidos 
de M.—Triángulo podar en M, y termina con los triángulos añeros de 
M los puntos añeros de M, la utilidad de los triángulos anexos etc. Con
cluye el trabajo de M. Vigarié: Les progres de la Geomctrie du triangle 
en imo. 

Sur la mi'tliode de transformntion de M. Schoute es otro artículo de 
M. V'igarié, que hace un estudio analítico de dicho método expuesto 
por M. Schoute desde el punto de vista sintético. En fin, M. de Long-
champs expone ur.a nota Sur les points et les droites de Feuerhach. 

(1) SciiCBEHí'. Kalkiihler nbzühlmden Geomtlrit (T/eipzi);, 1879). 

Z.l/n|L'"/.'l iMipi'Mili» «le ('. Afiñii, ei).«(i. IfO. ti.ijoü 


