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ROBRE A RKPRKRKNTACAO DA FUNCÍ^AO 

l.lXi r ( , í ) 1"'>1' ' M INTr.dliAI. riKKINIDO 

por F. Gomi'K Tfi.reira, diredor (Ui Academia Poli/teclniiea do Porto. 

Serrct lui son Calcitl integral (p 172 — 17(5) dediiz do integral de 
fJaiichy: 
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Como porPm esta ifrualdade so demonstra de um modo milito simples 
scm a consideragao do integral de Caiichy, julgamos preí'erivel de-
dnzir d' ella este integral, como vamos ver. 

A igualdade (2) dá 
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ou 

log r (x) = 
i - í x~l 

\-t 
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dt 
l og í 

O ultimo integral que entra n' esta formula dá, attendendo ao pri-
meiro theorema da inedia, 

n J o (<-l) los-< O 

K representando um numero que nao ó superior ao maior nem in
ferior ao menor dos valores que toma a funcpao 

( í - 1 ) l o g í 

quando t varia desde O até 1. Como esta funcpao é finita neste inter-

vallo e - - tonde para zero quando n tende para o infinito, temos 
n 

lim P fn.lt"^[-{.V-Vl)t+^T^ 
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e portanto 
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lo<r i 

que o o resultado que pretendíamos demonstrar. 

LOS PROGRESOS OE LA GEOMETRÍA DEL TRIANGULO EN 1890 
POK M. E. VlGAHlÉ 

(COIU'IUBÍÓU) 

10. PARÁBOLAS DE MANDAUT.—Sean ABC un triángulo cualquie

ra, A', IV, C los puntos medios de los lados. I, h, Jh, Ic los centros de 
los círculos tangentes á los tres lados del triángulo. 
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Tomemos en BO, CA, á un mismo lado de HC, los segmentos BM 
= C X = A; sobre BC, AB á un mismo lado de CA los sepfmentos 
CM, = AX,=^X|; sobro AC, BC, á un mismo lado de AB, los segmen
tos AM, = CX,= X.̂ . 

Llamemos d„, d ,̂ d,. las tres transversales MN', M | \ , , M.j\j. 
Las transversales d„, di, úc envuelven parábolas M„, Mi,, Mr. Kstas 

son las estudiadas ¡lor M. Mandart. {Sur un {froujif ¡h' Ivoisparabolen^ 
Math. pp. n()-:53). 

1. \j'A parábola M„ toca á AB, AC en puntos m, ». ha recta mn es 
paralela á la bisectriz AL El vértice S„ se halla en el medio p de mti. 

2. Se halla inscrita al triáng'ulo ABC; su foco es el i)iinto de in
tersección del círculo circunscrito y del eje AS„. La directriz es para
lela á AI y pasa ])or el ortocentro H. 

3. La parábola M» tiene por ecuación baricéntrica: 

a*(b-c)-^ + b-'fl- + c'-{'- + 2 b í b - c ) i p - 2 c í b - c | a Y + 2bcí5Y = o. 

4. Si r y O' son los contros del círculo inscrito y de los círculos 
circunscritos al triánfrulo Li lí. le, la tangente en el vértice Sa es la rec
ta AT. IJOS puntos II, J', O' son tres puntos en línea recta; I' se halla 
en el punto medio de IK)'. I^as cuerdas de contacto vm, m,n„m.¿n^, 
concurren en el punto simétrico de I con relación á I'. 

M. Mandart dá varias propiedades de las transversales da, d/i, de y 
de un segundo grupo de tres parábolas que ofrecen muchas analo
gías con las precedentes. 

11. CÓNICAS NOTAni.ES.—M. Boutin ha estudiado un grupo de cua
tro cónicas, son las transformadas j)or puntos inversos de las rectas 
que unen el centro del círculo circunscritti O á los centros de los 
círculos tangentes á los lados del triángulo. {Sur un groupe dequatre 
conií/ues remarquahlea du plan d'ini triungh'. .Journ. de mathém. Spéc. 
pp. 104-107, 124-127). Estas cuatro cónicas, designadas por (B), (Bo), 
(Bi), (Br) dan origen á las jtroposiciones siguientes: 

L Siendo A,, B,,C| los puntos de contacto del círculo inscrito con 
los lados de ABC, si se toman en el mismo sentido, sobre JA,, IB,, IC, 
las longitudes IA.j = IB.¿ = ICi = í; las rectas AA.̂ , BB^, CC^ son concu
rrentes. El lugar de su punto do intersección es la cónica (B). 

Se tienen teoremas análogos cuando se reemplaza el centro del 
círculo inscrito por uno de los centros de los círculos ex-inscritos. 

2. Si un triángulo se deforma de modo que resulte á la vez ins
crito y circunscrito á dos círculos fijos, la recta que une su punto de 
Nagel á su punto de Uergonne gira al rededor de un punto fijo de la 
línea de los centros. En el mismo movimiento el primer recíproco del 
punto de Nagel de todos estos triángulos es fijo. 
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12. CUBICAS.—En 1889, M. Boutin había escrito una Nota sur lea 
cubiques remarquables du plan du triangle. (Journ. de math. Spéciales 
p. 205). 

Nosotros hemos completado este artículo por la indicación (Note 
bihlhxjraphiquc sur les cubiquex J. S I8ÍI0, i)p. ();i-()',))do aij^'unas noticias 
bihiiofíráficas. Nuestra nota se continv'ia por una comunicación de 
M. Boutin (pp. ()7-69) sobre las cúbicas estudiadas en el año anterior. 

En los P roblé mes sur le triangle (J. S. 1890, pp. 2()5-2(i9) M. Boutin 
ha vuelto sobre el asunto, dando las proposiciones sij^uientes: 

1. Supóngase en el plano del triáng'ulo ABC un ])unto M cuyas 
coordenadas normales son: x', y', z'. Sobre las proyectantes ortogo
nales de M, y en un mismo sentido, llévense las longitudes MA' = 
Kx', MB' = Ky', MC' = Kz'. Determinar K de manera que las rectas 
AA', BH', CÜ' sean concurrentes. Determinar los puntos M tales, que 
estas rectas concurran, cualquiera que sea K. El lugar del ])unto do 
concurso, cuando M coincide con el centro del círculo circunscrito O 
es la cubica do las inv(!i'sas relativa al ortocentro. 

2. Considérese un punto M en el plano do un triángulo; desde 
este punto, sobre perpendiculares á los lados, y en un mismo sentido, 
se toman longitudes MA' = Kx',, MB' = Ky',, MC = Kz',, siendo (x',, 
y'i, z'i) las coordenadas de un punto cuahiuiera P. Determinar K de 
manera que las rectas .\A', BB', CC sean concurrentes. 

;{. Una recta cuahpiiera corta á la recta de Euhír en un punto 
cuyo parámetro es K, y á la hipérbola de J(U'abek en"dos j)untos cu
yos parámetros son: Kj, K,. l'^xiste entro K,, K.̂ , K;, la relación 

1 + K,K.¿K3 eos A eos B eos C = 0. 

Como casos particulares S(Í tienen las proposiciones siguientes: 
4. La i-eota que unes dos j)untos de la hipérbola do Jerabek, cuyos 

parámetros tienen un producto constante, encuentra á la recta de Eu-
1er en un punto lijo 1'. 

ñ. La recta que une un punto cualquiera de la recta de P^uler á 
un punto de la hipérbola de .lerabek, elegido de manera que el pro
ducto de los parámetros sea constante, encuentra á la curva en un 
segundo punto fijo P.¿. 

Al artículo de M. Boutin sigue una interesante Nota de M. Neu-
berg (pp. 269-270). 

La multiplicidad do los trabajos promovidos por la geometría del 
triángulo, y la falta de espacio, nos obligan á señalar solamente las 
Propriete's du triangle (Journ. élém 1890, pp. 73-77, 97-99) de M. Béné-
zech y la Thc'orie des triangles rararterises (.). E. 1890, i>p. 208-20(), 
234-237,2ü2-25(i) de M. de Longchanips. El autor llama así á los trian-



190 EL PROGRESO MATEMÁTICO 

gulos en los cuales ios lados a, b, c, verifican una relación tal como 
la siguiente: 

« a' + P b' + T c' = 0. 

13. GENERALIDADES.—Varios esfuerzos so han hecho para gene
ralizar la geometría del triángulo, y aplicarla, i)or transformaciones 
convenientes, á los polígonos planos y á las figuras de tres dimen
siones. Citaremos con este objeto dos Memorias publicadas en Ma-
thesis: 

1." Complément a la théorie des polygones harmoniques, par M. J. 
Caaey (M. pp. %-104). 

2.* Sur le te'traedre orthocentrique, par M. de Longchamps (Mathe-
sis pp.49-53, 77-82). 

Recordaremos también que hemos publicado, en los Comptes-ren-
du8 de l'Association franraifie poitr l'avancement des Sciences (Congrés 
de París) una Esquisse historique sur la marche des developpements de la 
Géome'trie du triangle en la cual nos hemos propuesto resumir los pro
gresos de esta ciencia desde su origen: 

Citemos para terminar las dos obras publicadas recientemente: 
1.» Ge'om^trie e'lénientaire recente, por M. J. Casey, 80 páginas en 

8." Es la traducción, por M. Falisse, del capítulo suplementario de A 
sequel to Euclid, publicado en Matfusis (Enero, 1889). La obra contie
ne el complemento á la teoría de los polígonos armónicos (Mathesis 
Abril, 1890). En el prefacio, debido á M. Xeuberg, se citan los prin
cipales promovedores de la Geometría del triángulo. 

2.» SyntheHsche Beweise planiwetrischer S(itze, por M. \V. Fuhr-
mann, 150 páginas y 14 láminas, libro analizado en este periódico. 
(Journ. de mathóm. élém.) 

AieUtiOS TRABAJOS DE M. NEUBERG SOBRE LA GEOMETRÍA DEL TRIANGULO 

Vamos á completar la reseña de las obras de M. Neuberg, que co
menzamos en el número anterior,haciendo algunas indicaciones acer
ca de sus Memorias Sur le quaxirilatére harmonique, Sur les axes de 
Steiner et I' hyperbole de Kiepei-t y Sur leji foyers d' Steiner d' un trian
gle, con objeto de facilitar para lo sucesivo nuestro propósito de dar 
k conocer de una manera general el alcance que en la actualidad tie-
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ne la Geometría del triángulo, tan considerablemente enriquecida en 
estos últimos años. 

Para establecer de la manera más completa la analogía entre el 
triángulo y el cuadrilátero, considera M. Neuberg en su Memoria ci
tada Sur le quadrilatére harmoníque, el cuadrilátero inscriptible ABCD 
(lám. III. fig. 9.a), en cuyo plano existe un punto E, cuyas distancias á 
los lados sean proporcionales á éstos. 

Ahora, si B' es el punto de intersección de las tangentes trazadas 
por A y C al círculo ABCD y B' el de las tangentes trazadas por B y 
D, las simedianas B'B, B'D, B"A, B'C de los triángulos ABC, ADC, 
BAD, BCD son, respectivamente, los lugares de los puntos cuyas dis
tancias á los lados de los ángulos B, D, A, C del cuadrilátero son pro
porcionales á éstos. Por consiguiente, la existencia del punto E exige 
que B' esté en BD y B' en AC, condiciones que se reducen á una sola. 
Entonces E so confunde con el punto de intersección de las diagona
les AC, BD. Pero las perpendiculares bajadas desdo D á AB y BC, á 
causa de dos triángulos semejantes, son entre sí como AD y CD; se 
tiene pues la condición 

AB AT) 
Í C " = CD ' A B . D C = . A D . B a 

Este cuadrilátero se ha llamado cuadrilátero armónico (D, El pun
to E puede llamarse punto de Ijcmoine. 

Varias propiedades expone á continuación M. Neuberg del cua
drilátero armónico. Así, á un circulo dado puede inscribirse una infini
dad de cuadriláteros armónicos que tienen por punto de Lemoine un 
punto interior dado E, lo que se establece trazando por E una cuerda 
cualquiera AC, y uniendo el punto E al polo B' de AC (M' Cay). Ade
más, todo triángulo ABC dá lugar á tres cuadriláteros armónicos, pues 
siendo A 'B 'C el triángulo formado por las tangentes en A, B, C al 
círculo circunscrito O, las simedianas AA', BB', CC concurren en el 
punto de Lemoine K del triángulo ABC, que cortan al círculo on pun
tos Do, Di, De, y 4 los lados BC, CA, AB en puntos Ea, Ej, Ec, tales 
que los cuadriláteros ABDo C, ABCDj, ACBDc son armónicos y tie
nen por puntos de Lemoine á Ea, Ej, Ec respectivamente. 

Siendo EX = x, EY = y, EZ i= z, EU = u las perpendiculares tra
zadas desde E á a, 6, c, d, se tiene que 

X y _ z u 
a ~ b c cí ' 

(1) MSBlua. Journal ile Crelte, t. LlI. p. 286. 
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y, representando estas relaciones iguales por la expresión '/j tgtf, 
este ángulo o es el ángulo de Brocard del cuadrilátero. 

También define M. Neuberg el circulo de Brocard del cuadrilátero 
armónico AKCD, que es el descrito sobre la recta ÜE como diámetro, 
y el primer cuMlritátero de Brocard, que es el (jue tiene por vértices 
los puntos M, N, P, Z en que el círculo de Brocard encuentra á las 
perpendiculares trazadas desde O á los lados a, h, c, d. 

De las propiedades de los dos cuadriláteros de Brocard pasa el se
ñor Neuberg á desarrollar las que se deducen respecto á un sistema 
de figuras semejantes. También deduce que los puntos (hí Brocard son 
los focos de una elipse inscrita al cuadrilátero armónico (elipse de 
Brocard), y llega, en fin, á los círculos de Tucker del cuadrilátero 
ABCD. 

Sur les a.ves de Steiiur et V hyperhole de Kiepert y Sur les foyers de 
Steinerd' un triaiíglesan otros dos trabajos presentados por MM. Neu
berg y Gob (seance du 12 aoul IHHU. Assoc. Frauc). 

Siendo ABC el triángulo fundamental, G, O, 11, K el centro de 
gravedad, el centro del círculo circunscrito, el ortocentro y el punto 
de Lemoine do ABC; A'B'C el triángulo complementario de ABC "'. 
A'B'C" el triángulo anticoraplementario; E la elipse circunscrita á 
ABC que tiene su centro en G; GX, GY las rectas según Jas cuales se 
hallan dirigidos los ejes principales de las elipses E y VJ. 

La cónica E ha recibido el nombre de elipse de Steiner de ABC. 
M. Neuberg proj)one llamar á las rectas GX, GY ejes de Steitier de 

ABC, y en este trabajo dá á conocer un gran número do propiedades 
del eje de Steiner, cuyo estudio se halla íntimamente ligado con el de 
la hipérbola de Kiepert. 

Para hallar las direcciones de GX y G Y, observa que basta cono
cer el cuarto punto R común á la elipse E y á la circunferencia ABC; 
porque las cuerdas comunes ]}C, AK tienen direcciones antiparalelas 
(simétricas) con relación á GX. 

Ahora, si A», B*, C, son simétricos de A, B, C con respecto á G, las 
cuerdas B, C», AR de E son todavía antiparalelas, y, por consiguien
te, sus extremidades pertenecen á una misma circunferencia. Luego: 
las circunferencias ABC, A, BA), A,BCf, AB.C, se cortan en un mismo 
punto R de E, y dos lados opuestos del cuadrángulo completo ABCR son 
antiparalelos con resjjecto á un eje de Steiner. 

(1) Si doR punto» M y M' se hallan en Itnca rorla ion (i y MO 2fi.M', .M' HO llama el com
plementario do M'. Véase ol «Btudlo Sur Im poinU emniiUmentairf», i>or M. Vinrarií (.Untheiin 
t Vil), 

En cuanto á la tpi-miuolo)íra, aduiifamo.'* la del Premier inrentaire th la fj'éomitrie du trian' 
gle, par M. Vigari í (Corigrét de Tniihige p 27). 
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Además, los círculos de los nueve puntos de los triángulos ABC, ftBC, 
GCA, GAB se cortan en un mismo punto Q de la elipse E'; Q es el com
plementario de R. 

Siendo cada una de estas circunferencias el Juglar de los centros 
de las l i ipérboias equiláteras oireunsoritas al triániiiilo coi ' respon-
diente, Q es el renfro de la ¡liperlmla e(¡ui/<ífer(i C (liip(''rl)()la de Kiepert) 
que posa por los puntos A, H, ( \ ( i . 

l*rolon<>-uemos FlQ en QN = HQ (lám. III, íisi\ 10); el punto N, que 
per tenece á la vez á la hipérbola Kiejxirt y á la circunferencia ABO (l í 
es un centro d(̂  semejanza de las circunferencias ABO, A'B'(T) se ha 
l l amado el punto de Turril. 

Las relaciones HQ == QN, R(i = 2 (rQ manifiestan que (} es elcen-
tro de ¡jraredad del triúnifulo R l lN (Cesáro liemurqueM sur la (leouu'trie 
dii triangle, Nouv. Aun. 1H87); de a<juí resul ta que el complementar io 
de H coincide con el punto medio d(í RN. Luet^o H y N son los extre
mos de un mismo diámetro de hi eireun/erencia ABC. 

Este resul tado tiene una consecuencia importante: los ejes pr inci
pales de E son paralelos á las bisectrices del á n a u l o (BC, AR), los de 
P s o n j iaralelos á las del áni>ulo (BC, A \ ) , y las rectas AR, JIN son 
perpendiculares . Por cousi,<>ui(mte, los ejes de Steíiier son paralelos á 
las asíntotas de la hipérbola de Kiepert. 

Una secante euali/uiera tra:ada por H ]>unto (̂  encuentra (/ los ejes 
de Stiener en dos puntos, por los cuales se trazan paralelas á estos ejes. 
El punto dei)derseeción descrilie la liipérbola. de Kiepert. 

Además, M. Ncuber;;' indica una nueva >íen(iracion de P. 
Siendo P un punto móvil de P (lám. III. íi^'. 11), las rectas AP, BP, 

CP encuen t ran á BC, CA, AB en pun tos P„, P*, P.̂  que se cor respon
den en tres puntua les homo^ráficas. Siendo C un elemento unido de 
las puntua les (Pn) y (PA), la recta P« P¿, pasa por un punto fijo ni,-. Si 
h„, hh, hr son los pies de las a l turas de ABC, las rectas /<„ /lA, A'B ' y 
las tanfientes t razadas en los pun tos A, B de P son posiciones part i" 
culares úapaPb; i>asan ])ues, por m,\ Por consiguientí;: 

Sean nía, mb, nic las interseccionoi de los lados homóloqos del triángu
lo eoinplementario A'B'( ' ' p del triángulo ártico h„ hh h,- de un triángulo 
dado ABC. Por estos puntos .w pueden hacer pasar los lados de una in-
flnidad de triángulos p,, pi, p,- iihicritos á ABC y perspectivas con ABC! 
el lugar de los centros de perspectiva es la, hipérbola de Kiepert de ABC. 
Los lados del triángulo m„, m'>. Me tocan á esta curva en los puntos 
A, B, C. 

Las impor tantes \ o t a s de MM. Neaberj? y ( lob, de que hacemos 
estas indicaciones, te rminan t ra tando de los metapolos y centros meta-
armónicos y de a lgunas propiedades de los focos de Steiner. 
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Para no prolongar demasiado esta reseña nos limitaremos á citar, 
entre los varios escritos de M. Neuberg sobre la Geometría del trián
gulo, sus Memorias Sur les triangles equibrocadiens, Sur les polygones 
et lespolyédres harmoniques, y muj especisilmenie su notable Memo
ria Sur les projections et rontre-projections d'un Mangle flxc O, pre
sentada á la Real Academia de Ciencias de Bélgica, y publicada en 
sus Memorias, pues tan importantes trabajos, del cual hace algunas 
indicaciones M. Vigarié en su escrito, cuya traducciim hemos dado á 
conocer en este periódico, Les progres de la Géométrie du triangle, exi
giría mucho espacio y entrar en considerables desarrollos. 

Z. G. DE O. 

yORLESUNGEN ÜBER Di RGEBÜA DER LOGIK (EXÜCTE LOGIK) 
voN DR. EXRST SCHUÜDEK 

( C O N C L U S I Ó N ) 

Dos principios fundamentales establece desde luego el señor 
Schroder: 

1." El principio de la identidad a '_ a que se expresa en palabras 
"a es a„. 

Si pues a representa un dominio de puntos (por ejemplo, una su
perficie), dicho principio, designado por teorema 6 principio I, se re
duce á decir: a se halla contenido en sí, es una parte de a; a se halla su
bordinado ó es idénticamente igual á a. 

2.» (Teorema 6 principio II). Si a ' b, y al mismo tiempo b ^ c, tam
bién a ' c. 

Este principio es el silogismo de la antigua lógica que ofrece el 
esquema,-según el cual de dos verdades conocidas se deduce una ter
cera, siendo a r b y b L c las premisas y a ' c la conclusión. 

Como consecuencia inmediata resulta que: se puede en un juicio 
stMituir el sujeto por un sujeto del mismo, y en vez del predicado un pre
dicado de éste. 

Una definición fundamental (la definición (1)) en la obra del doc
tor Schroder es la de la igualdad idéntica (identidad). 

(1') Si a X b y al misma tiempo b ^ a se puede establecer que a = b. 
(!') Si as»b resulta que a 1 b y b X c. 

(1) Bruxeles. P. Hayer. 1890. 
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De manera que toda igualdad puede invertirse, siendo una rela
ción simétrica. 

Citaremos únicamente los siguientes teoremas, cuyas demostra
ciones hace depender el Sr. Schroder de los anteriores fundamentos: 
1.° Cada dominio es idéntico ú sí mismo, a = a. 2." Si a £ b y b = c, re~ 
8\áta a í c. 3." Si a. = h y h ' c también a ' c. 

Define enseguida dos dominios especiales que deben considerarse 
en el Algebra de la Irtgica; lo idéntico nulo y lo idéntico nno, expresados 
por O '. a y a 1 1 , siendo ü un dominio que se halla subordinado á to
do dominio a, es decir, covtenido en todos los dominios de la variedad, y 
el 1 un dominio al que se halla subordinado todo dominio a, en elcval 
se halla contenido todo dominio de la variedad. (Estas son las definicio
nes (2x) y (2-j-) de dicha obra. 

Citaremos, en fin, el teorema 5 en sus dos casos: 

5x) Si a /. O, «e tiene que a = 0. 

ó expresado verbalmente: 

La suhordinaciém denn dominio 
respecto rf O, lleva consigo la anu
lación de dicho dominio. 

5 f) Si 1 ' a, se tiene que 1 = a. 

La sitpraordinación de un do
minio respecto al 1, lleva consigo 
la identificación del mismo con 1. 

La tercera lección de la obra está destinada á la multiplicación y 
la adición idénticas, operaciones las más importantes del cálculo de 
los dominios. 

Observa, al compararlas con las de igual nombre de la Aritmética, 
que así como en ésta son dos grados distintos, de los que la adición 
es el segundo, en el cálculo de los dominios la sucesión ó prioridad 
do una con respecto á la otra es arbitraria, siendo independientes en
tre sí, y en cierto modo de igual condición ó preeminencia, obtenién
dose sus definiciones separadamente con respecto al sujeto ó al pre
dicado. Así: 

Definición (3x) Definición (3+) 
Si para dominios dados a, b, c se tiene simultáneamente 

c ' a y c i - b || a l c y b l c 
también se obtendrá 

c < ab II a - I - b l e , 

definiéndose así el producto idéntico como predicado y la suma idén
tica como sujeto. Además existe, por lo menos, un dominio c que satis
face á la definición (3), cuando respectivamente c es O ó 1, do manera 
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que O •- ab y a + b * 1, siguiendo el tecnicismo empleado por Boole. 
También citaremos el teorema (6) expuesto en doble columna por 

el Sr. tícliríider, según la manera de exposición adoptada en toda la 
obra: 

6xj ab ' a, ab ' b !l Of) a ' a + b, b ' a X b , 

cuya demostración depende dfl prineipío I y de la definición (3), y 
que corresponde á las identidades parriales de Jevons <>'. 

Al establecer los postulados referentes á la significación de O, 1, 
ab, a + b como dominios, ofrece representaciones {fráficas para aque
llos dos extremos de valores existentes entre los dominios concebi
bles de la variedad, fuera de los cuales es imposible el suponerse nin
guna clase de variedad, y también, tanto para los dominios que con
tienen puntos comunes, á otros dos dados, como los que ct)ntienen 
los puntos pertenecientes ya al uno, ya al otro de éstos. 

Trata en seguida de la traducción al lenguaje ordinario de las ope
raciones idénticas aplicables á las clases. 

La multiplicación idéntica se reduce á la separación 6 selección, la 
adición idéntica á reunión ó colección; la primera separa de una clase 
dada individuos que pertenecen á otra clase, la segunda reúne dos 
clases supuestas en otra que contenga simultáneamentelos individuos 
de ambas. 

En cuanto a) producto idéntico ah, si las clases a y b están desig
nadas con nombres sustantivos, aqué] se designará mediante una pa
labra formada por la unión de éstos, 6 también uno de los factores 
del producto se representará con un sustantivo y el otro con un ad
jetivo, t^jemplos: esclavo negro, caballo blanco. 

También se emplea, con el mismo objeto, un pronombre relativo. 
Así, ab significa "ía« a que son b„. 

Esto conduce á ]a determinación que disminuye la extensión de los 
conceptos y aumenta su comprensión, efectuándose esta determina
ción de las clases ¡¡or medio de cada factor. Así, en el producto be, 
por ejemplo, el factor b produce una determinación de c. 

La distinción entre las conjunciones copulativa y disyuntiva es 

capital en esta teoría después de tratar de la conjunción, y, correspon

diente á la multiplicación, se ocupa de la disyuntiva, o, adecuada al 

concepto de la adición, y la analiza en sus varias acepciones, ya como 

significando ^'esto es,,, j 'a en su acepción exclusivamente disyuntiva 

"o sino,, (oder aber), ya en su acepción inclusiva ó conjuntiva "J tam

il) The priniupht 'tf Sfimot, p*»" W-41. 
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hmi (oder auch), debiéndole expresar la suma idmtica mediante la lo
cución en este último sentido, cuando so halla como sujeto. En fin, la 
partícula, y, tiene un significado absolutamente distinto en el sujeto y en 
el predicado. 

Para discutir las consecuencias que resultan de asfrofíar una clase 
nula, parte el Sr. Sciiróder d(̂  la proposición (Ox I expresada por 
ab ' a, para examinar el caso ah = 0. 

Ija proposiciiin: Todos los triánr/idos rectángulos equiláteros son 
equiláteros, que corresponde al caso general (Hx I, cuando se trata de 
triángulos esféricos, corres[)onde al caso ab = O, cuando los triánfi;'U-
los son rectilíneos, no existiendo ninyún individuo en laclase repre
sentada. 

Ija nada es sujeto de todo predicado, Jiallándose la clase nula conte
nida en toda clase. El caso a = O es el en que la clase no contieno nin
gún individuo, y la expresión a ' b deberá traducirse: "o no e.riste a, 
ó si existe, todo a es b.„ 

Trata también el Sr. Schróder del Juicio correspondiente á a ' 1, 
que puede expresar, por ejemplo, '^oro es algo,., ^^cosa negra es algo, 
etc.;„ representando el pronombre ^^algo., (eticas) la clase que com
prende en sí todo lo imaginable, clase designada por Hoole con el 1 
y por Peirce con « . 

Después de demostrar que las leyes conmuiatiiui y ¡Lwciativa se 
aplican al cálculo idi'ntico, establ(<ce relaciones fundamentales y ex
clusivas do esto cálculo, como son que: aa = a y a + a = « ó, en ge
neral, 

aaa. ... = a \\ a + a + a+...=a 
de manera que 

abcaabdaedc a -i- b + c-\- a + a -\- b + d + a + e -^-d + c 
se reducen á abcd y ó, a + b -{- c + d. 

Así, por ejemplo: hombre y hombre es hombre, oro ú oro es oro. 
También si a = b, ac = be y a + c -~= b +c. 
Si rt ' 6 y a' ' //, aa' < tdi' y a + a ^ h + b' 
Cualquiera de las igualdades a = ab, a -= a + b es una perífrasis 

de la relación a ( b. 
En lin, como en las operaciones aritméticas análogas, 

a. 1 = a, rt. O = O, rt 4- O = a, 

y además a -I- 1 = 1, siendo 1 y O los módulos respectivos de la mul
tiplicación y la adición. 



108 EL nnoGUESo MATEMÁTICO 

El teorema 23, á saber: 

23x) Se tiene que a{a + b) = a 11 23-f) a + ab = a 

conduce á la ley de obgorción que permite la simplificación de las ex
presiones. 

Así; ab [a + b), a + b + c + ab + ac + be X abe 
se reducen & ab y a + b + c. 

El teorema 

25x) ab + acla{b + c) \\ 25^-) a + be ¿{a + b) {a + c) 

expresa la ley distributiva. 
La multiplicacidn, la adición y la neg'ación se consideran en el Al

gebra de la lóg-ica como fres especies del cálculo idéntico. Con objeto 
de esclarecer el concepto de negación, antepone el siguiente teorema 
fundamental: 

Si ab = O y a + b = 1. al mismo tiempo que ac = O y a -f- c — O, r*"-
sultará b = c. 

Para expresar la negación adopta el sub-índice 1, ai)licado á la le
tra que designa el objeto de que se trata, y la define diciendo: 

Negación de un dominio a es cierto dominio a, relacionado con el 
primero de manera que 

rtfl, ( O y 1 ( rt + O,. 

Pero, además, como O ' «a, y a- t-a , * 1, según el teorema (5); en 
virtud de la definición (1) (es decir, por ser recíprocas dichas relacio
nes resulta el teorema: 

30x) rtrt, = 0 II 30+) a + a, = 1 

Así pues; negación de un dominio es cierto dominio que con aquel es 
disyuntivo y suplementario. 

También se obtiene como consecuencia inmediata que: O, = 1 y 
1, = O, de manera que la negación del O es 1, é inversamente. 

Consecuencia del último teorema es que: 

Un producto se anula, cuando 
entre los factores hay algunos que 

Si se hallan en una suma ie'r-
minos que son la negación de otros. 

son la negación de otros. \ \ la suma tiene el valor 1. 

abe. ab^. cd^= Q \\ a ^b-\-c^•^-a + c-\-d^^\-\. 
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El teorema (31), (a,), = a, indica que: la negación de la negación de 
un dominio es este mismo dominio, pues siendo, según el teorema (30) 

a,, a = O, tti-ha = 1, a,, (a,), = 0, a, + (a,), = 1, 

resulta, según la proposición fundamental (29), que a = (a,),. 
Es digna de citarse la notable relación 

1 = a i + ab^ + a,b -\- a¡ b„ 

cuya demostración se obtiene con el siguiente desarrollo: 

1 = a + a, = a. 1 + a,. 1 = a (6 +¿1,) + a,{b + b,) = ab 

•+- ab¡ + a, ¿ + a, ¿,, 

y que representa el Sr. Schrcider mediante una figura formada por 
dos circunferencias secantes a y ¿ en las que señala la parte común 
a b, etc., siendo a, A, la parte externa á ambas. 

Después de tratar la teoría del dualismo, basada en la permutabi
lidad de los signos de la sub y supraordinación, el O y el 1 los sig
nos X y -t-, hace una exposición extensa acerca de los juicios nega
tivos y limitativos, distinguiendo las dos formas 

(P) A> no es «B, (if) A es» no B « 

Observa que >no B« ó B, se ofrece como un dominio de la varie
dad á que pertenecen A y B, pudiéndose sostener que: «El dominio A 
se halla contenido en el dominio — B, es decir, en el dominio que que
da cuando se prescinde de los elementos de B, y solo de éstos.» 

Examina las teorías de Lotze, Sigwart y Kant acerca del juicio li
mitativo de éste, y en general, sobre el concepto de negación, ocu
pándose además el Sr. Schroder de los juicios disyuntivos. 

A es B ó C, A es B ó A es C, ó también, A es» B ó C» siendo ca
tegórico el juicio, en este caso, y correspondiéndole el predicado 
» B ó C « . 

Trata enseguida del significado de la negación de las clases, par
tiendo de las igualdades 

30x) art = 0, 30f) ffl-f (1 = 1, 31) a = «!, 

de las que la última expresa la proposición: no-nada es algo. 
La proposición (30x) significa: no existe lo que al mismo tiempo es a 
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y no es a, que es el principio de contradicción de la antigua Idg-ica. La 
(SOf) indica que todo es» a ó no — a ''. 

LlefJ'a ensefíuida al problema de la clasificacifm, que debe ser com
pleta, así como sus términos disyuntivos, excluyéndose mutuamente, 
de modo que su producto sea cero. 

(Jomo ejemplo, siendo rt la especie por clasificar y 6 un género 
tal, que b ' a, ó b = <ib, se puede hacer la divisi(Sn <i ~ <ib -\- ah^ : y si 
c es una división de ai», d una de a/*,, se tendrá 

(úi ^- (üic + "/"',, " ' ' , ^ " ' ' , ' / -j- " ' ' I ' ' I 

y íí = afir + " ' " ' I -+- " ' ' i ' ' + " ' ' i '',• 

No se deben omitir al ex])oner esta teoría, siquiera los enunciados 
de ios siguientes teoremas: 

36x) (nb), - a, + h, (n \- Ai, = a, h, 

La ncf/arión de un produrto M In ! 
numa de las negaciones de los fac
tores. • 

La nefiación de, una snmn es el 
producto de las neejaciones de los 
ti'riuinos. 

Una suma de negaciones es la n/;- ' l'n producto de neíjaciones es la 
gavión de sus productos. ,' negación de la suma. 

¡17) Si a ' b tíimbii'ii />, • a, g i-eclprocameote. 

Ejemplo: El oro es metal, por consiguiente, lo que no es metal no 
es oro. De manera que cuando una clase se ludia contenida como sujeto 
en u)ia clase predicado, la negación del prediaido se halla contenida en 
la negación del nu/eto. 

Llega así el tír. Hcliri'ider á la concersión por contraposición, demos
trando que: 

.S7 a ' b y al misuio tiempo a, ' ii,, resultará a. —h 

En fin entre los muchos teoremas, que aún pudieran citarse para 
dar ¡dea del amplio desarrollo que da el rfr. Hehróder á la doctrina 
del Algebra de la lógica en el primer tomo del que nos estamos ocu
pando, nos bastará añadir el siguiente: 

38) La relación, a ' b e,rpresa lo mismo que cada nna de estas 

38x) ab, = 0 : 3M;.) a , 4 - b = l 

De manera que, por ejemplo, de que todo oro es metal, resulta 
que no puede veriticarse el que lo que es oro no sea al mismo tiempo 
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Jiictal, y toda substíuicia concebible en la clase metal es, tí metal ó 
no oro. 

Omitiendo el citar otros teoremas que siguen, indicaremos breve
mente que la lección novena tiene por objeto diversas aplicaciones 
de la anterior doclriiia, enire ellas la depuración del sif^nificado de 
las partículas //, ó y no en la deSeripciiui de las clases. 

Así, por ej(!mi)lo, respecto á la partícula, ó, en su sig'niíicado inclu
sivo, la suma idéntica 

(I, + h que ^̂ ; <(h¡ + ah + rt, h, 

sifi'niiica lo que es ii^ual ya k a y nu-l>, ó b á y Jio-ft, (') en fin, á ny b. 
Tja proposicii'm : Sales (jue no son coloreadas, son sales no orgá

nicas (') cuerpos orgánicos, se representará de la mancara siguiente: 

(í (', ' al) ¡ + /x'i 

ó seg'ún el teorema .']."̂ x) P'"' '¡i igualdad 

a c , {tih, + be,) ^ o, (') '/,•, {</ ¡ + h) (/>, + r) ----- o. 

Hace referencia el Sr. Sclin'ider en esta lección á varios resultados 
de Peirce, .levons, Morgan, Venn, CJrove, etc., do las que solo cita
remos la sig'uiente conclusión de devons relativa al sorites: 

Si 

a I h, h ' <•, (• ' ./, (/ ' ,' y (• ( (í, j 

resulta 

« 

Llefra en la lección 10." al ])unto culminante del cálculo, tratando 
de las funciones y de sus desarrollos, principiando por estabhicer 
que cada dominio .// puede expresarse por otro dominio ,/• y su ni^ga-
ción .í'i mediante la forma lineal y ]iomog('iiea 

y ~- (IX + //.í'i 

que hace evidente con auxilio de dos círculos .*', y s(!cantes en uno 
de los cuales, el ?/, las dos partes en (|uo resulta dividido por un 
arco del otro, son «,/• y /*.)•,. 

Deline después la í'unción de .v, ó en general, de ,r, y, z; etc., for
madas por medio de las tres operaciones idénticas : multiplicacicin, 
adición y negación, distinguiendo los argumentos de los parámetros) 
los dominios variables y los constantes, pasando después á la re
presentación simbólica de las funciones y á demostrar la relación 

A . ^ ' ) - / ( l ) - ' ' + f(0).,r, 
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que es el desarrollo de la función por medio de sus contituyentes 
'•p y ^í, y su extensión á más variables, de modo que por ejemplo 

f(,»í/.-) = f ( l , l , l )^ 'y . ' + f ( l , l ,0 ) , ryr ,+f ( l ,0 , l ) , r , / , - ' + 

La lección 11.» trata de las proposiciones especiales, generales, 
sintéticas y analíticas, de las relaciones y de las formas, ocupándose 
entre profundas consideraciones fdosóficas de los ñstemaa de raicee 
de las proposiciones, ó valores que las satisfacen, de las proposicio
nes ciertas, falsas, absurdas, solubles, absolutamente falsas ó ciertas, 
etc., y, en fin, de la eliminación de x, y,.... en cada sistema de proposi
ciones. 

Por ejemplo, la ecuación 

axy 4- A.r»/, -̂  f.r, y -f- r/.r, ,V, = O 

ordenada respecto á ¿r ó .v es 

(ay + by Jx-^ (cy + dy J = O, 

6 (ax -t- cx^) y -f- (bx -f- dx,J y¡ = O, 

y eliminando, resulta, en fin, abcd = 0. 
La lección 12.» está destinada á las operaciones inversas del cálcu

lo, que ofrecen muy notables particularidades, las cuales exigirían 
entrar en extensas consideraciones. 

En la lección 13 expone numerosas aplicaciones y problemas, 
ofreciendo una colección de cuestiones, entresacadas de los escritos 
debidos á los principales iniciadores y propagandistas de esta rama 
de la ciencia. 

Después de indicar el Kr. Schriider su modificación del método de 
Boole en la lección 14.» y última del lomo 1.", se ocupa, antes de en
trar en más amplios desarrollos que promete dar á conocer en el to
mo 2.", de la reforma del procedimiento de Jevons, hace referencia á 
las observaciones de Lotze en su Anmerkung iiher logischen Calcul y 
dá á conocer la modificación gráfica debida á Herr Venn, terminando 
con los métodos de Herr Me Coll y Peirce. 

No prolongaremos esta reseña, que no poco pudiera estenderse, 
con sólo pretender explanar la abundante doctrina expuesta por el 
Sr. Schróder en los Apéndices del I ." tomo. En el 3.° extiende el con
cepto y las proposiciones acerca del producto y suma de dos térmi
nos al caso de ser éstos en mayor número. En el 4.» aplica el cálculo 
lógico á los grupos y á los algoritmos de ecuaciones funcionales, y 
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termina con el importantísimo apéndice 6.0, destinado á la teoría de 
los grupos en el cálculo idéntico, seguida del problema geométrico-
lógico-combinatorio de Jevons y Clifford. 

Lo que acabamos do exponer acerca del 1." tomo del Algebra de 
la lógica del Sr. Schrotler es una breve reseña de lo mucho que se 
halla contenido en el tratado magistral destinado á la enseñanza de 
lo que hoy constituye una rama digna de ser estudiada por todo el 
que aspire á tener idea acabada del organismo de la ciencia mate
mática. 

Z. G. DE G. 

IMPORTANCIA DE LAS FORMAS CONGENERES EN LA MATEMÁTICA 
POR 

D. LAURO CLAUIANA Y RICART 

0»te4r*tlco de la UnlTenidad d* Barcelona 

Suponiendo sencillamente un polígono regular y el homotético 
cuyos lados disten una cantidad indefinidamente pequeña de los pri
meros, nos dará el área diferencial congénere del área total del polí
gono, considerando el área comprendida entre dichos dos polígonos, 
la cual, integrada entre los límites de la apotema, debe procurar el 
resultado apetecido. 

En efecto, sean I y I' los lados respectivos de los dos polígonos; a 
su apotema: el área diferencial será 

nl-hnl' 
2 " d«, 

representando n el número de lados do cada polígono. De un modo 
análogo al del triángulo podríamos transformar esta fórmula en la 
siguiente: 

nl + n(l-i¡l) , 3 , , 
^ (/a, de donde: 

f" nl.da - ^ f di " 
Jo ^J o J o 

nía ni 
(la —nía v— = „~ a 

¿I ¿i 

fórmula bien conocida del área de un polígono regular. 



204 Kf- PROGRESO MATEMÁTICO 

En el caso de ser un polígono cualquiera, podría descomponerse 
dicho polígono en triángulos, hallando luego los centros de simetría 
en cada uno do ellos, los cuales podríamos considerar ser los cen
tros respectivos de las circunfert-ncias inscritas á lf)s mismos, como 
resultado déla int(!rsecci()n de las bisectrices, pues de este modo se 
tiene regularidad; ])or cuyo motivo podiian llamarse centros propios 
do homotccia, los cuahís, combinándose luego entre sí por procedi
mientos análogos á los anteriores, sería posible alcanzar uno defini
tivo, como oeiitro ju-opio y único del polígono. 

La existencia dn un centro dv figura, así conio la c<instancia de 
valor asignable ó no sobre la perpendicular al elemento rectilín<;o 6 
curvilíneo de la figura, sinii)lifica las consideraciones de las formas 
congéneres, pues existe entonces regularidad en el sistema homoté-
tico que se desarrolla; en cambio ia cuestión se complica si falta al
guna de las consideraciones anteriores, pues en este caso os necesa
rio averiguar las leyes ([uc rigen á los diferentes centros liomotéticos, 
á la par que las pertecientes á la variabilidad de los radios vectores, 
á fin de enlazarlo todo con algo constante y uniforme. 

f]stas ligeras consideraciones reasumen todo cuanto pudiéramos 
decir respecto á formas geonu'lricas congéneres. 

En el análisis cabe también llamar la atención respecto á formas 
congéneres. 

Vamos á concretarnos ligeramente á los números incomensura-
bles, por ser esta parte una de las más interesantes del análisis. 

[>a asociacitln de los números incomensurubles con los comonsu-
rables, no es la más propia, pues siendo el principio de éstos la dis
continuidad, no procede tomar esta cantidad como la más afine á la 
que debe considerarse dentro de la continuidad. Tanto es así, que con 
sorpresa desde tiempos antigufjs, vi('ise que algunos números incon
mensurables tenían su representaciiín geométrica exacta, mientras 
que la aritmética no puede expresarlos sino de una manera aproxi
mada. 

Esto nos demuestra que la idea congénere al número inconiensu-
rable debe ser algo que se apoyo en la ley de continuidad. Así, la raíz 
cuadrada de un número cualquiera puede representar la longitud de 
una recta que sale del origen, formando diferentes ángulos con el 
eje ,v y correspondientes á los límites o y 1 de esta variable en el con
cepto de que dicha recta sea la expresitm de una integral, esto es, el 
límite de suma de elementos indefinidamente pequeños. De esta suer
te se explica perfectamente ctímo la diagonal de un cuadrado que 
tiene por lado la unidad, representa exactamente el valor de v''i \ 
En efecto, la longitud de una línea, se expresa por 
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J Ü * 

Ahora bien, si la línoa es una recta que salo del orijíon, formando 
con el eje x un ángulo de 45", tiene por ecu!ici(5n y — x de donde 

- , ' - ~ 1 ; luejo # = D = i (li\"v-¿ — v 2 
''•'• J o 

en el supuesto do representar D la diagonal del cuadrado que tiene 
por lado la unidad. 

Creemos suficientes estos ligeros apuntes para dar á comprender 
la utilidad del estudio do las formas cougótuires, esperando que otros 
mejor que nosotros sabrán realizar nuevas investigaciones acerca 
del mismo punto, á fin de aportar nuevos materiales al vasto campo 
de la ciencia matemática. 

VARI EDADES 

ADVERTENCIA IMPORTANTE 

Hasta el momento actual Ei. PHOOKKSO MATEMÁTICO ha tenido como 
uno de sus principales objetos las reseñas bibliográficas, con las cua
les fácilmente llega al lector la noticia do las obras más notables y 
que ofrecen nuevos asuntos dignos de ser conocidos por el que sigue 
el desenvolvimientt» siempre creciimto de la ciencia mattmiática. Estos 
artículos exponen en forma abreviada las ideas cuhninantes sobre 
que cada autor aplica sus investigaciones, facilitándose de este modo 
que luego el lector pueda, i)ara mayores detalles y más exacto cono
cimiento, acudir directamente á los trabajos originales. 

Sin abandonar estos propósitos, que ponen al corriente de lo que 
hoy constituye la literatura matemática, cuyo conocimiento en líspa-
ña se impone de una manera necesaria, también es do suma impor
tancia no descuidar otros puntos de vista. Uno de estos es el que ori
ginan las cuestiones por resolver, que generalmente forma una sec
ción en las publicaciones periódicas, como aliciente que ponga en 
juego la actividad de los lectores, aumentando así el interés háda l a s 
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investigaciones matemáticas, por efecto de su intervención inmediata 
en este trabajo, que es como complementario del anterior, por el que 
viene en conocimiento de lo que otros han hecho al dilatar el hori
zonte científico. 

Con el propósito, pues, de atender á este segundo fin, se establece 
desde luego en E L PKOORESO MATEMÁTICO una sección destinada á 
enunciar cuestiones y publicar las resoluciones á las mismas que re
sulten ser las más interesantes para los lectores. 

Con objeto de inaugurar esta nueva sección, creemos oportuno 
comenzar desde luego, sin perjuicio de intercalar cuestiones impor
tantes que se nos vayan remitiendo, por reproducir una serie de cues
tiones que, propuestas en la Nonvelle Correspondence Mathematique, 
periódico fundado por M. Catalán en 1874, quedaron pendientes de 
resolución cuando á este periódico sucedió en 1881 el nuevo periódico 
Mathesis, pues creemos que será un motivo de satisfacción para los 
aficionados á estas investigaciones, que tales problemas no se echen 
al olvido, siendo, como son, en extremo interesantes. Así pues, ofre 
ceremos desde luego á nuestros lectores diez y siete de éstas, cuyos 
enunciados podemos transcribir; pero como no es conveniente extra
limitarnos por ahora en este sentido, no excederá el número total de 
cuestiones al de cuarenta, durante el año actual. 

También creemos oportuno manifestar actualmente que, propo
niéndonos dar á conocer la evolución de la Geometría del triángulo, 
haciendo referencia á las memorias y obras que de este asunto tra
tan, para formar una especie de resumen histórico de esta rama geo
métrica que hoy ha alcanzado tan considerable desarrollo, á la par 
que vayamos realizando este propósito, principiaremos la publicación 
de algunas definiciones correspondientes á los textos con objeto do 
ir formando un vocabulario que evite en lo posible el encontrar tér
minos de significación desconocida para quien fuere nuevo este in
teresante estudio, y esto se hará extensivo á otras diversas teorías. 

*** 

BnuBolaAoi da Us oueatiosM d* U cVaava Oorr«apeBd«aoia XatamAttou 

1. Hallar grupos de tres números enteros, primos entre sí dos A 
dos, tales, que la suma de dos cualesquiera de entre ellos no admita 
otros factores primos que los contenidos en el tercero. Ejemplo: 3,5, 
22. (Ernent Qvetelef). 

2. Hallar el lugar del punto de contacto de las tangentes parale-
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las á una dirección dada, á una serie de elipses ó de hipérbolas ho-
mofooales. (Nicolaides). 

3. Sean ABC, A'B'O' dos triángulos situados de una man ra cual
quiera en el espacio. El lugar de un punto P tal, que las tres rectas 
trazadas por P, apoyándose respectivamente en los pares de rectas 
(AH, A'H'), (HC, H'C), (CA, C'A') se hallan situados eu un mismo pía 
no, es el hiperboloide que pasa por las rectas Ax\', BB', CC. (J. Nni-
herg). 

4. Si por un punto fijo P, tomado en un hiperboloide reglado, se 
trazan rectas que se apoyan en los diagonales do los cuadriláteros 
que forman dos generatrices fijas del primer sistema con dos genera
trices variables del segundo, estas rectas se hallan situadas en un 
mismo plano. (J. Neuberg). 

5. Sean A, B, C tres generatrices de un mismo sistema del hiper
boloide H; A', B', C tres generatrices de un mismo sistema, del hi
perboloide H'; E* un punto cualquiera de la intersección de las super
ficies H, H'. Por P', se trazan las dos rectas que se apoyan respecti
vamente en pares de rectas (.\, B) , (A', B): sea T el plano que pasa 
por estas rectas. Se obtienen, de una manera análoga, otros dos pla
nos «, ?, combinando por una parto los pares (B, C), (B', (,'), y por 
otra, los pares (A, B'), (A' B). Los planos «, p, 7 pasan por una misma 
recta. (J. Neuberg). 

6. Dada una parábola y un círculo de radio R, descrito desde el 
foco como centro, se traza á este círculo una tangente cualquiera; ha
llar el lugar de las intersecciones de las normales á la parábola, tra
zadas por los puntos de intersección de la curva con esta tangente. 

Discutir el lugar en el caso particular en que el círculo es tangen
te á la parábola. 

(Lille. Concours acade'miquc, 1874). 

405 <'>. Dadas dos circunferencias, de las que una pasa por el 
centro de la otra, construir con el solo empleo de la regla: 

1." Los centros de dichas circunferencias. 2." sus centros de se
mejanza. 3." las tangentes comunes y sus puntos de contacto. (So-
llertinsky). 

(1) KstoH dos últimos problemas lian sido propuestos en el número del Journ. de malhém 
ilém, torreapondloute al mes de Agosto. 
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407 Dos elipses iguales tienen el misino centro y sus sus ejes 
mayores perpendiculares; P es un punto cualquiera de la primera, 
Q y Q' los puntos de la segunda en que las tanf>entes son perpen
diculares á OP, y M, M' los puntos medios de PQ, PQ'. 

Hiendo a y b los senii-ejes de las elipses, demostrar que (>MPM' es 
un paralel(')grarao cuyos lados son 

n-\- b (I — b 

y en el que las bisectrices de los ángulos tienen las direcciones de los 
ejes de las curvas. (Laisant). 

* * 
Besolaoión del problema ntUnexo 388 d) 

Sean las ecuaciones 

(1) y" = 2px , (2) y - b = |¡ '^ ' { Y - a) 

de la parábola referida á la tangente en su vértice y á su eje, y la de 
la tangente que pasa por el punto M, cuyas coordenadas son a y b. 

dy 
Poniendo por - s u valor sacado de (I), igualando las coordina-

dx 
das para hallar los puntos de tangencia, y eliminando x entre ambas, 
resulta 

y ^ - 2 b y + 2 a p = 0 (/J) 

que dará las dos soluciones; y examinando esta atentamente, obten
dremos la solución buscada. 

En efecto, la suma de las dos raíces es 26, las cuales por ser la (3) 
una ecuación de 2.o grado, serán de la forma b -f «, b - a. 

La ligura manifiesta ahora (jue las dos raíces serán Am y Bm', así 
como los valores de » embidos en ellas An = a, n' H = — «. 

Siendo estos valores absolutos iguales, es evidente que si tra
zamos AB" paralela á MB hasta cortar á MB", paralela al eje X 
AB* = MB. 

Finalmente, de los dos triángulos semejantes A'MB', MAB' re
sulta 

MA' MA 
Mir = Ai r MB ''• '1- ^- '̂  ^^- '•' 

(1) Véase el uúmoro anterior. 

Za?'agoza. — Imprenta dp C Ariño, Coso. lOíi, bajotí 


