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4. Persimn cas.  L'aire de fest complétement extévicure aw cercle
polaive (Jam. IV, fig. 3.0), _

Si U'on suit par 1a pensde, les variations, tantdt positives, tanidt
tdgatives do 2, on voit que la somme algébrique de ees variations
e84 Gl A Uangle que font Jos positions inttiale el finale de I tigo
AS, Si la courbe J usl fermée, si, de plus, elle est complétement exite-
rieure au eercle polaire, il ost elaiv qu'en revenant au point de de-
Part la samane de ees variations est dgale & zéro. Lo style ayant par-
touru Ia courbe /£, 12 somme des aires des quadrilatires curvilignes
telles que AA'SS, somme algébrigque bien entendu, représente en
définitive 1'aire halavide parla tige A3, quand le siyle parconrt Fare
PUG, diminnde de aire halayée par cette méme tige quand ie siyle
déerit Pare GV,

En repreg;:ntant par z of 6, sur la "g‘lll'e, les pﬂSitiOl]S rxtrimes
de la tige, I'aire obtenue par le mouvement continu de eette tige est
done Ggale i la différence 1les aires

DFUGED ¢t DFVGED;

®est done I'aire ¥ cherchdée, celle de la courbe £,

D’apris (1) la somme des termes tels que .Lr’q» est démale h zidro,
Puisque ly somme dos valeurs de ¢ est nulie; en désignant par 7 Ia
Bomme (fes chemins tels que NH, nous avons

Yep 4, (A}
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Prenons maintenant la formule (2); le chemin earegistré par la rou-
letto se compose de deux parties: 1'une, est la somme des chemins
tels que NH, c'est & dire Z; I'autre, qui est constituée par la somme
des termes tels que p. ¢ est nulle; puisque, comme nons venons da
Vobserver, la somme des vaciations de $ est nulle. Si nous désignons
par ¢ le chemin enregistré par la roulette, nons pouvaons éerire

1=7 (B)

5. Des formules (A) et {(13) nous déduisons le théoréme suivant.

Tugorese I Lorsque la courbe ronsidérée f est complétement exte-
rieure aw cercle polairve, Paire de f &' obtivnd en multipliant o chemin én-
registré par Ia roulette par le rayon v de la tige AS., ’

8. Il nous reste a examiner deux autres cas; la eirconfecence po-
laire peut couperlacourbe £ ¢t méme lui étre complétementextérieure.

T.es raisonements qui préci-dent différent de ceux quon trouve
dans ia brochure (* qu’a publiée Armster et qui traitent le cas que
nous venouns d’'examiner; mais I'exposition que nous atlons donner
el que nous avons imginde pour ramener les deux autres cas au
premier, simplifie notablement la théorie du planimétre,

7. Devxiese cas,  Lecorele polaive conpe L vourbe considerde. Soit
X laire cherchée (14m. IV, fig. 4.4); on a

X=U+V et =sR'=V+W,

*) Uelber die mechanische Bestimmung des Flickeninkaltes, der statischen momente wud
der Erdg Leitsmomente ebenen Figuren iusheaondere iber einen aeuen planimeter von ron Jakob
Amsler professor am Gymuasium in Schaffhuusen 1856,

L'exemplaire que nous avons consulté appartisnt 4 la biblicihdque du dépdt géndral des
Fortificalions. Cetl exemplaire que Je colonel de Ja Noé avait bien voula mettre & notre dispesi-
tion renferme une tradoclion francatse qui oooa s &té fort utile, traduction faite en 1869 par Jo
capitaine du génie P. Nassoy, allaché & Fidal majar de U'Erale d'applivafion do Metz, Nous ¢roi-
yons deveir denuor ici ce rensoignemsnt pour les porsvnnes qui v oudraicnt péndirer plus pro-
fondément daty 1'étude des planimélres. Elles trouveroni, dans la brochure vikde, ouire do
nombroux détsits pur 18 pratique planimitire dArmuler, I'exposition du planimdtre d'Gppi-
Kofer {on pisnimiire d'Erast, comme ob U'appelle en France} de evlui de Wellj et enlin do celnd
de Liechor. .

Pour compléter co4 renseignements sur 1¢s planimdires, nous devons dire que ¢'esl & Oppi-
Koafer que semble revonir lo mdrite do la decouverte du priovipe mathématique do ces instru-
manta. Brosl élaid, d'apris Armsier dy moing, ug $imple mécapivien qui a seulemend porfection-
ndé & mécanisme de I'instrument.

Depuis lors, on & imagindé hieaucoup 4 'suires plavimbtres. Qutre ceux doja citén, nous aigna-
lerons encore le planimitre de précimon de Hokmame-Coradi, celul de (funther, colul do Kiokt
sang complor le planimétre sunpendu, le planimetee roulant, ete.

La théorie du planimbtre roulant a el oxposcé dans lo Jowrna! de Firpeniage 184
{vol X111, no 30), &l veproduite dans une brochure aysnt pour Litre : Planimitro do précision de
Hobman ol Cozadi par Lucklhsardt ot Alton 1Feanclort, 1884},

Eafln, ou poursa consulter encore un article de M. A. Thiré Surla théorie du planimitre
o dmaler ( Nowrelice annales, 886, p 358)



EL PROGRESO MATEMATICO 00
——

Par suite
(1) X=rR*4+U-W,.

On observera que les aires 1 et W rentrent P'une et I'autre dans
celies que nous savons tronver, conformément au théoréme donné
Plus haut, et Ie probléme, an point de vue pratique, se trouve par cela
Mméme résolu. Maig on peut donner, pour le deuxiéme eqs qui nous
0ceape et pour le troigitme dont nous allons parler tout i I'heure, un
enoned commun; voiei par quelles considérations on ¥ parvient,

Pour tronver U, le style doit parcourir: 10 I'are MNL, 2¢ I'are de
Cercle LIM; pour obtenir W, le style déerit CIIT,, puis [LKM.

Finalement le chemin enregistré par la roulette pour ees deux
OPérationg est égal au chemin % qui eut été enregistré si le style cut
Parcovry, comme Vindique les fliches 1 et 4, 1 peériphérvie de £ dans
° 8ens des aiguilles d'une montre, diminude du chemin % qui est
“aregistrd quand le style parcourt le cercle polaire dans le sens in-
Verse du préecdent.

Un point ddlicat et sur lequel Armster " ne nous pariit pas s'éire
eXpliqué elairement ost i noter iei.

Dang la formule (1) U ot W désignent les aires prises en odilensr
@baolye; lorsque le style déerit le perimétre de aire W dans le sens
des fliches 3 et 4, c'est & dire, dans le sens inverse de celui qu'il faug-

rait adopter pour suivre e mouvement des aiguilles ¢ une nimtre,
d° ’;‘;flllbrc fourni par Pinstrinnent est égal ot de & ne conlrtive 3 eclui

)

.

Si nous représentons par

le chemin enregistré par lo style déerivant MNL
D Y 8
. Y { 119
T . ¢

Noug avons, pour les valeurs absolues de U ot de W
(@) U=vr(s,45), et W=—»(542)

rf_srmllles dans les quelles =, et z, devraient étre préecdeds dy signe —,
811'op voulait expliciter ce signe, ¢e qui n'est nullement néeessaire.
Les formules {1) et (2) donnent

X=nRi+r(s+z)+r(25+2,);
.-‘N-_‘M

*) Armader g ifos ¢it) « pour bien comprendre aocl, on pewra d'abord supposer que In

Sercle Polaire envelnppe complitement T vourbo 3 mais {fea doux cna rxdgent, il nous pemhile,

*ux Xplications diffirgnied ot Nune d'olles, «i complitn ot #i ¢lajre peelle soit, ne ligponge
°® donpey pour Faudee une explicalion qui est nteossaire,

ty Iy

hadi
-

ra
=
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observans que 2, 2, représente le chemin enregistrd quand le sty-
le déerit le eercle polaire 1. dans le sens inverse des aiguilles d'une
montre, ¢'est une constante d'une valeur négative (ue nous repre-
senterons par — K,

X=rd+s R —Kr=rZ+IL

11, dans eette formule, désigne une constante que nous détermi-
nerons tout 4 lheure; mais nous envisagerons d'abord le troisitme
cas, pour montrer u’il conduit & la méme formule.

8. Trosiene cas.  Le cercle polaive eareloppe compléitement la
courbe donnde, Imaginons denx ecircuits arbiteaices ML, NR permet-
tant de passer du cercle polaire au pérvimetre de la courbe et obger-
vons, avant d’aller plus loin, que ces circuits étant parcourus par le
style, succesivemnent, dans un sens et dans l'autre, countmne nous
allons l'expliquer, le cheinin enregisteé par la voulette, par le fait de
ces eireuits, est ndéeessaicement nutle (Jam, IV, fig, 5o

Cette remarque étant faite, éerivons

X==Ri-U-V¥

Les aires U7 o+ V penvent étre caleulées d'apris Ja régle donnde
pour Ie premier cas. le style suivant, pour U, le chemin 1, 2, 3, 4 ef,
pour V, le chemin 5, 6, 7, 8.

Abstraction faite des cheming 2, 5 4, 7 qui donnent, comme nous
U'avons observd dans le caleul final un résultat nul, il reste pour
dvaluer U4V 1" le nombre onregistrd par le stvle parcourant le
cercle polaire dans le sens des aigailles d'une montre, le nombre K
comme nous Favons appeié plus haut, multiplié par . 2° le ehemin
enregisted par Ta ronlette quand le style pareourt, comme 'indiquent
les fiéches 3 et 8 le périmetee de fa courbe donnée; ee chemin st
épral et de signe contraire & celui que nous désignerons par 7, el qui
représente le nombre enregistré par la roulette, quand le style par-
court le péeimétre dans le sens des aiguilles d'une montre. Nous
avons done

-

aire T4aire V=Kr-7Z»

ot par suite
X=rZ+=l'-Kr=rZ+1.

Ainsi se trouve expliqué, et, nous I'espiérons, d'une fagon claire,
ce fait que la constante If a in méme valenr dans les deax eas o, en
offet, la théurie que nous exposans, paur étee 4 Vabri de toute éqari-
voigue, doit les examiner sueeesivement.
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9. Cancun vk 1a constanti 1. Puisque 1 a la mime valeur,
Yuelle que soit I'aire considérée pourva que sa disposition soit eelle
que nous avons envisagiée au deuxitme ou au troisitme cas, il o8t
nftturcl pour déterminer H, de choisic wne aire pacticuliére, tres
slmple,

Imaginons par exemple que 'on fasse déetire an style un ecrcle
3t.}'a,nt pour eentre [e pole 1P et pour rayon 4+, Dans e eas, fes denx
tigos sunt dans I prolongement Fune de 1"avtre et la rouletie déerit
une eivconférence coneentriqite au cerele polaire ot de rayon R+p.
L‘f chemin parcouru par la roulette est, dans cotte disposition, com-
Plétement enregistrd; il ost eral 4 2 x i R+7) et nous pouvons éorire

() nf RF»)=8rp(R4:)+10,
d'oy
(2) Hl=m (R4 =) ©

10, Nous retrouvons ainsi la valour de la constante, tello que l'a
donndy Amster dans le mdmoire cité et nous pouvens, finslement
eﬂ'uncm' le théurémne saivant qui eomplite eelni gae no usavons dun-
n‘-‘\Plus haut et, avee lui, fait eonnaitee toute la théorie des plam”
Metrog,

Frorum I Lovaque le corele palaive ne laisse pas e couwrbe donndée
Completement en dehors de Lui, Uadre s'obtient e mndlipliont te chemin
e“"".‘}f#(i‘:"pdr bt ranletle pae v el e ajontiand e prodiit I constante il.

L valonr de cotte constante se trouve daillears inserite sur Uins-
trument méme, puur éviter tout caleul.

g PN s

LOS PROGRESOS DE LA GEOMETRIA DEL TRIANGULO EN 890
ror M. I8, VIQ.‘\IUE )

Bosde hace algunos aios hemos tratado de vulgarizar ol estudio
‘-E_U la Geometria del tridangulo, ¥ de dar d conocer & los lectores det

*) Lo mémoire du genvral Peaucellier e cit p. 120 penterne, eroyons nous wnoe 1gbre
Brroy Danx lea fhigires qui secompagnenl ¢o mamsire L eonlette et dispassdn sur de prolon-
Boment iq 1, figo 8.4 ot 1os paisonnanients sont faily dan~ cotte hy pothess, e valouwr i do ia
CON3tante gy alors dgale a LT {-:‘ﬁ F2 e el eola tivnl & coapue dans Dégnlild (1) il faat derire
Blopy 21:,'”;_':,,; beef i1 fant changer & oen —

™, Thire, dans gon mémoire, cité plus Daubappese, aus=i que o rouleite b=t placeg yur
lo Prolemgament do ®A°, maiv il denue, ponr Ia constanto Ia quandits Hy.

0 Paea poner al eorviente § pues(eos Jeclores en ostos niudernes desealrimivutos gegs
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Journal de Mathémnatiques, 10s puntos mds interesantes de esta parte
nueva de la cienciz geométrica. Hemos creido que la indicacidn su-
cinta de los progresos realizados por la mmisma, durante el ahio trans-
currido, presentaria algdn interés. lste es el objeto de la presente
Noia,

1. SisTEMaS DE coorpExabas,  Desde el origen de la geometria
del tridangulo ee han empleado casi exclusivamente coordenadas nor-
males y baricéniricas. Los notables estudios de M. Lucas (Mathesis
1889) y de M. Poulain (Jorrael de mathematiques speeiales, 18839), g0-
bre lag coordenadas tripolares, han dado d este gistema, poco cono”
cido, una gran importancia. M. Lemoine se ha servido notablemente
de ellas (Contributions a la géometrie du triengle (Association fran-
caise, 1889 pp 197-222) " ¢n varias cuestiones relativas & los  puntos
tripolarinente asneiados, 4 los puntos gemelos, ete.

Asociando de eterta mancra las coordenadas cartesianas 4 las co-
ordenadas baricéntricas, se ohtiene un nuevo sistema en el cual lasg
coordenadas estin tomadas con relacidn i ejes maviles y que M, Ce-
saro llama coordenadas de inereia. El sabio profesor de Ja Universi-
dad de Palermeo habia mostrado ya ¢ Remarques sur Lo Géometriv di
driangle ( Nowrellos comueler do Mathomeatiquees, 1837, pp 215-242; aur la
potentielle triqnguliive, No X, M. 18<3) tidas [as ventajas que se pue-
den oblener de la consideracion de tal sistema de eeordenadas, en el
estudio particolar del trigngulo. ¥n un trabajo reciente ¢ Sur Lemplod
ey canrdendes bavicontvigues, Mathezis, 184, pp 170-190), M. Cesiro
hizo de ellag una nueva aplieacién, que le ha permitido enunciar
una multitud de proposiciones interesantes. Sentimos que la fala de
espacio no nos permita extendernos mais sobre ¢l asunto.

A estos sistemas es preciso agregar el de las eoordenadas angu-
lares, propuesto por M. Poulain (1. de M. 5., 1800 Qurestion, 262),

2. Iguras sEMeiantes.  La teoria de las figuras directa é inver-
samente semejantes, que ha servido tan frecuentemente para ebtener
nuevas proposiciones y para dar elegantes demostraciones do otras
muechas (cireulos de Brocard, de Neuberg, de M'Cay....., por ejemplo)
acaba de completarse. M. Schoute ha enunciado (Sur les figures pla-
nes directenent semblables, Comptes rendus des scéunces de T Aeadémie
des sciences de Paris, 6 octobre 1)) los teoremas siguientes:

métricon, ofracoemos an enls ndimero 18 traducecién del imporiaate arti culo de M. Vigarid publl-
cada en ol Jonrnal de mathématiprnes ficmentaives,

(0 Lod compte s rendrele las sesiones  le la A=ocjiacion feance<a wilo aparocen al afie si.
guionte de tever lugar of Cougreso: asul aualizam s 1a< comupicacivues hechas eu ol Congre-
wip flo Parfu ep 198y,

bty -
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Teoreme {. En un plano que contiene dos figuras directamente
Semejantes I, y I, se construye, sobre el segmento A, A, (OA A,A,
®8 un cuadringulo de forma invariable cuyo vértice QO e¢s fijo) de
la rects, que une dos puntos homdlogos A, y A, de F, y F,, ecomo
base, un tridngulo A, A, A, directamente semsjante i otro tridngulo
B, B, B, dado. Si los puntos A, y A, recorren las figuras F, y F,, el
lercer vértice A, deseribe una tercera fizura I, directamento seme-
Jante 4 F, y 4 I',. Y las tres figuras admiten, dos & dos, el m‘smo
Punte doble O,

De este teorema intuitivo y muy general se desprenden, como ca-
803 particulares, los siguientes, en apariencia mis complicados:

Teorema II. Kn el plano de las figuras I, y F, existe una tercera
figura F, directamente semejante 4 F, ¥ F,, de manera que el lugar
del punto de interseccion P de las tangentes homdlogas & y ¢, de
dog eurvas homdlogas Cy y C; de F1 y Fu sea la podar de la curva
hﬂmdloga C, de F, con respecto & un punto determin ado, el punto
doble O de F, y F,, que es al mismo tiempo ¢l punto comin de
F,, F,F,.

Teorema II1. Ademis, existe en el mismo plano una figurs Fe di-
rectamente semojante 4 F, y Iy, de manera que la envolvente de la
Tecta f, trazada por el punto do interseccidn I do ¢, y ¢, para la oual
el dngula (¢,, £a ) es igual & un dngulo dado «, sea la carva homdlo-
Ba Cq de 1. 8i « varia, las liguras F, forman on haz tangencial (Ju-
gar de los puntos correspondientes e = un circulo ¢nvolvente do

88 rectas correspondientes d. = un punto) que comprende F, y F,
Y en ¢l cual ol punto doble O de Iy y K3 ¢s el punto doble comin.

Teorema IV. En el plano de las dos figuras ¥, y F,, donde se
han fijado dos puntos humélogos cualesquiera A, y A,, existe una
figura Fau directamente semejante 4 B, y F, y un punto A, do ma-
lera que el lugar del punto P que divide en una razon dada m al
Begmento I, P, de la recta que une la proyecion P, de A, sobre la

hgente {; de la curva Ci de F1 4 la proyeceidn P, de A, sobre Ia
Tecty homdloga ¢, de I, sea la podar de la curva homdloga C,, de 10,
€on relacidn 4 A,. Kl punto An se hallaen A, A, y divide este seg-
Mento en la relacién dada m. Sim varia, las figuras ¥, forman un haz
Puntug) {lugar de los puntos correspondientes Py, = una recis, envol-
Yento de las rectas correspondientes diw = una parabola) que com-
Pronde 4 Iy y K2, v en el que el punto doble O de ¥y y Fy es el pun-

doble coman.

Si go reemplazan, en vste Gltimo cnunciado, los dos puntus homd-
logos A, ¥ Az que en ¢l se consideran, por ¢l punto Qide Fyy ol
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punto Re de e, que no se corresponden, sivndo Q2 ¢l punto homd-
logo del (4 de Fien ¥Fa v By el homdlogo det Ra de Fi en Fy se ob-
tiene: :

Teoreme V. En el plano de las dos figuras directamente semo-
jantes Fy ¥ Fa y de los puntos ¢y ¥ Ke, existe tndavia una figura by,
directamente semejante 4 Fy ¥ 2 en un punteo 8,, de manera que el
lugar del punta P que divide en la razin dada m el secmento Py 1%
de la recta que une la proyeecion P de Q) sobre la tangente £; de la
eurva O de Fy 4 a proyeeeion 1% de Rz sobre la recta homdloga ¢ de
I2 sea la podar die Fa eurva homdaloga (p de Fou con relacién 4 5.
Si m varia, el punto 8,, deseribe una cidbica cireular y unicursal. Y
los puntos Fy y F2, homdologos & los puntos S, de lag figuras Fy,, ro-
corren las cirounforencias de eireulo deseritas sobre Qi Ri y Qs Ko
onmo cierdas ¥ capaces del dngulo de las figuras ¥y y Fu, formado
por QR1 ¥ QR .

M. Bloute termina su eomunicacion por ol enuneiado de dos pro-
blemas que se resuelven facilmente por el empleo del nltimo teorema.

Debemos meneionar aqui una Memoria muy extensa (=6 paginas)
y especialmente importante, debida 4 M. Neuberg. La abundancia y
Ia diversidad de las materias tratadas, el nimero considerabie de
teoremas enunciados en este (rabajo no nos permite, con gran senli-
miento, hacer de él ua anilisis suficientemente eompleto para dar del
migmo una idea, siquicra aproximada.

No podemos hacer ¢cosa mejor que recomendar su lectura.

Todos los gque conocen 4 M. Neaberg saben con qué rigor y pre-
cision 8e hallan eseritas sus Memorias, ¥ todo ¢l fruto que puede sa-
carse de su estudio,

En la primera parte de su obea ¢ SNer lea projections of contre pro-
Jections un triangle flee, of sup le aystemes de 10008 figures divectenent
semblables, Memoires conroines el autres wimoires publics par U Acade-
mie de Belgiqre, t. XLIV, 18404, M. Nenberg estndia variag series de
triangulos (series afijas, ortoldgicas, axiales, modalares, podares y
antipodares} que le permiten dar soluciones olegantes de enestiones
incompletamente resueltas en varias publicaciones mateméaticas, I’re-
senta asimismo numerosas proposiciones sohre s puntor tripolur-
mente anociados, los puntos gemelos, lox elvenlor de Srhonte, ete, Estos
diversos estudios genmétricos se hallan sepuidos por desarvollos
analiticos. En la seganda parte (pp. 40-5G), que es en cierto modo
una aplicaciion de las tleas generales eontenidas en la primera,
M. Neubery estudia v completa Fa teoria de las figuras diccetamente se-
mejantes. Termina aplicando esta teoria i varios cusns particulares,
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B. Ermuexros ne Brocanrn, Kn este afio, como en los precedentos,
las cuestiones que se refieren 4 los clementos de Brocard han sido
muy estudiadas.

La genialidad de M. Schiomileh (Journal d'Hoffmann, 1889), quo
Nevd al godmotra alemin 4 declararse contra las denominaciones de
Punto ¥ dngulo de Brocard, esta aile presente en el dnimo de todos,
¥ Nuestros lectores recuerdan también In oportuna contestacién de
M. Morel (J. K., nov. 1884, M. Mansién ha resumido (Crelle on Bro-
card, Math. [s00, pp. 23-30) los dos articulos de que acabamos de
OCuparnos. Su nota termina asi: :

€ No debe insisticse sobre estas denominaciones empleadas de-
Masiado universalmente para que se las pueda camibiar itilmente,
Antes mds hien serfa preferible no haeerelo. Crelle, en su larga earre-
T, ha olvidado ¢l mismo su memoria de 1816 y abandonado la Geo-
Metrig, A, Brocard, por el contrario, como M. Lemoine, no ha gesado
de trabajar por el progreso de la geometria recienteen los raros
9¢i08 que le dejan sus trabajos profesionales. Y es justo que los
Nonbres de ambos permanezean indisolublemente unidos & la termi-
Nologia de esta parte de la ciencia, como ha propuesto M. Neuberg.»

Hemos hecho un analisis de la obra que Crelle publicé en 1816

Sur yn onvrage de Crelle, 1, K., 1884, pp. 32-35) ¥ hemos mostrado ¢ Le
176 poriame d' Enctide et soa eanscgences, S0, 1800, pp. 83-NG] edina,
ol conocimiento del porisma 176" de Euclides, g0 pueden dedneie
33 propiedades mis elementales del eiveulo, de los puntos y del dn-
BUlo de Brocard. Una demostracion de este paristia, mas sencilia

q46 la de Chasles, ha sido dada por M. A C, (Swr le 176 porisme
Buclide, ). 1800, p. [15). M. Lauvenay lra indieado también otra

SMostracion (J, K. 1890, p. 151).
Entre los teoreinas, muy numerosos, quoe s¢ roeficren d los ele-
Mentog Broeard, debemos indicar el siguivate (Lemoine, loe, cit.)
NE 8¢ wnen los tres pivtices de un triduguly ABC & dos punlos inver-
dog cualesquicre W, 0,0 por W, W, 8 brazdn Ias perpeadicnlares yey-
Pecliviapent,

o Ay . Aws t'Ui’f‘le‘l{hﬁ'(' ($1] In,

¢ Bop, Buy . In,
i Cup, Cug — I ;

lng reclas Al,, Bly, CL. se corfun en 1 sobre bt cireunferencie civ-
Cinserigy ¥ la recta de Simpson de | es perpondicnlar d L peclit vy vy 8§
w

VY w gun low puntos de Brocard, 1 es ol punto de Tarey,
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Esta proposicion se nos ha comunicado simulidneamente por
MM. Lemoine y Tarry.

En una Nota reciente (Quelques formules velatives aux triangles
rectilignes; mémoires couronnés et autres mémoires publics par U dcadd
mie royale de Belgique, 1890, tome XLIV), M. Catalan ha considerado
los puantos y el dngulo de Brocard y ha evaluado algunas distancias.
Consideremos el dngulo « y los puntos 8; Qs de Brocard, y seal cl
centro del circulo inserito; se hallarin en esta memoria las férmu-
las siguientes:

H
QU= R‘ {a'+o =it )=R*-BQ,, C9,.

2.4,= abe a‘+b‘+c‘-—-u‘—00, dm’_
n' n?
..l{r

192,2= . (@®h (@ — D)+ % (b — )+ Pa {c—a)|

2,410, '—-8 {(21{—1)1) =r({R4r)";

haciendo
m=a+ ¥+, =B+t p=athte,
fSe conclaird)

o Wl P e

LA EVOLUCION DE LA GEOMETRIA PROYECTIVA

{COXTINUVACLION]

La institucién de ia Escuela politéenica favorecié el espiritu de
propaganda, y por consiguiente era natural que ademés del célebre
Journal de ]a misma aparecieran otros periddicos cientificos, entre
Jos cuales deben citarse la Corvespondance aur U Ecole polytechnique y
Fes Annales de Mathématiques que en Montpellier fundd el distingui-
do matemitico Gergonne, favoreciendo de una manera notable el
degenvolvimientn de la Geometria.

En csta época los descubrimieutog se suceden sin interrupeidn,
progresando la ciencia por efecto de la suina de conocimientos apor-
tada & la misma por cada individualidad, entre la8 gue se podrian
citar muchas de gran valia en esta ¢poca, excepeional por lo pradiga
en talentos matematicos, llegando en verdad 4 ser imposibie inuchas
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Yeces deslinidar el campo, hallav el verdadero inventor de tal 4 cual
idea en cuya manifestacion han intervenido varios, por efecto de
haberlos impnisado i todos su actividad intelectual, solicitada en
Muy diversos sentidns y bajo distintas influencias, 4 explorar el
abundante filén de verdades. No es de extraiiar, pues, esas polémi.
a8 que llenan muchas paginas en las obras de Poncelet, donde se
trata de vindicar sus derechos de propiedad en deternrinadas teorias
que fueron objeto predilecto de sus investigaciones, tales son, entre
Otras, las de la dualidad, polares reciproeas, y homologia. Y cierta-
Mente que es cuestion 4rdua el destindar esta cuestidn, por cuanto
la8 migimas ideas pueden ser patrimonio de muchos, y como dice

érgonne en una de sus réplicas 4 Poncelet, seria preciso antes do
Publicar una idea lcer cuantos antores han escrito, 1o cual es mis
embarazoso que el buscarlas directamente dejando su eurzo natural

la inteligencia, cuyo trabajo, lento sin embargo, es preferible al de
8eguir el intrincado tejido de investigaciones realizadas por todos
los exploradores del mundo cientifico.

Las obras de Poncelet constituyen un conjunto de teorins todas
Teferentes al nuevo desenvolvimiento de la (teomncirfa, y aungue no
fG"'l'ﬂs.n un cuerpo de doctrine donde se hallen encadenadas bajo un
p_lan que las incluya bajo cierta unidad, ofrecen un abundante mate-
™al & quien desee conocer cuanto de esencial constituye esto espe-
®al arden de conceptos, no tlos nuevos, pues radican muchos do
ellos gn 1g dpoca de la civilizacidn alejandrina v en los tiempos de

280al y Desargues, si bien lo principal es resultado de las investi-
8aciones de los gedmetras modernos.

Los resultados que la Geometria debe 4 las investigaciones de

Onrcelot o hallan contenidos en sus dos obras Traifd des propriftés
Projectives des flyures, cuya publicacién data del afio 1822, y sus Ap-
Plicatiyn, d'analyse ot d¢e Géomdtrie, publicado en 1862. La primera

Orma g sintesis de sus descubrimientos ¢ de sus puntos de vista
Réneraleg respecto 4 la moderna (feometria, la segunda contiene una
Sorie do trabajos que aparecen como una sucesion de ensayos é una
Preparacign para analizar definitivamente su obra principal, que es

& anterjor.

“Un gran nimero de gedmeiras distinguidos, como dice Ponce-
et on su oélebre obra, al frente de los que debe colocarse al ilustre

Onge, han sentido toda la importancia de los recursos que podia
ofrocap la doetrina de ias proyeeciones en ia invencién y la, demos-
brasion do 1as propiedades de las liguras, Pascal, Lahire, Lambert

Més recientemente Carnot cn su Essai sur la Thévrie des franarer-
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sales, Gergonne, Servois, Ferriot, Durrande, etc. en los Anneles oe
Mathematiques han heeho sucesivamente con mas ¢ menos restric-
eidn, consideraciones semejantes para exiender el resultado de las
primeras concepeiones geométricas, En fin, Brianchon ha heeho in-
gerlar ¢n el enaderno X¢ del Journal de U Eeole Polytechnique una Mo-
moria que presenta sobre agunto, reflexiones & la vez nuevas y ex-
tensas. Pero todos estos gedmetras, no teniendo como objetivo mas
que la demostraciin de algunas propiedades particulares de las ligu-
ras, no sc han ocupado de una manera especial en buscar los diver-
Bus principios que la sola doctrina de lus propiedades podria dar, la
que hace que, para la mayor parte, estas propiedades habreian podido
establecerso de una manera mds gencral y mas sencilla todavia,
como nos podremos convencer en lo sucesivo %,

{ Se continuard)

S e L e L

INDICACIONES GENERALES ACERCA BE ALGUNAS OBRAS

Covki pE MATHEMATIQUES SPECLALES,
Puesiene raunir, ALcesre, rar M. G, pe Loxaenases

El progreso eontinuado e la Matematica exige nas que en nin-
guna otra ciencia un progresy correlative de los médos, segtin loy
cuales deban exponerse, tanto las teorias conocidas desde ¢pocas
Mas ¢ menos remotas, como las que 4 ellas se van agropando, mer-
ced al sueesivo ineremento constantemente obtenido por esta rama
del saber,

Ademas de lag Universidades, donde enseiiandose ¢ debidndose
cnsediar [a eiencia por la ciencia, atendiendo principal ¥ casi exelu-
sivamente al rigor duogmitico y dialdctico, 4 1a coneutenacion de las
verdades dentro del plan general de conocimicnlos matematicos, so
multiplican las Kseuelas téenicas, destinadas principalmento 4 los
estudios de aplicacion; y en ¢éstas es forzoso suplic con la rapidez de
los procedimientos el esfuerzo que luego ha de necesitar el espiritu
para pasar al orden concreto, donde ha de ejercer su gotividad muy
principalinente.

Uno de los sucesvs que han contribuide con gran elicacia 4 rea-
lizar este fin prictice de la clencia, ha side el desarrullu adquiride
por ¢ste grado medio de 1a Malematica, que 8¢ ¢conoce ya con la de-
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Nominacién deo Matenditicas eapeciales; este grado colocado entro los
de las elementales y superiores os susceptible de beneficivsas modi-
fioaciones ¥ ha liegado 4 constitiir una base desde la que, con segu-
T8 marcha es luego muy ficil recorrer on cualquier sentido ¢l vasto
dominio de 1as ciencias matemiticas.

No hay para qué eitar ahora los varios autores que se han ido su-
cediendo en los cursos de las Kscuelas téenicas, con grandes resul-
tados, abandonados més tarde por otros que han ido satisfaciendo
las necesidades crecientes seiialadas por la influencia cada vez ma-
yor de las modernas teorias, por su invasidn lenta desde las regio-
nes del inventor y del sabio, 4 lag regiones mis modestas que les ha
110 seialando su divulgacidn por medio de los propagamndistas,

Hoy vamons 4 aenparnos exclusivamente do un nuevo 1ibro, debi-
do al notable matemitico ¥ publicista M. de Longehamps, ¥ quo esta
destinado 4 cnmplir muy principaimente con los finea de la enseiian-
Za para las clases especiales de maiemiticas. Esta obra que consti-
tiye Ja primera parte de su Cowrs de Mathématiques speviles s la
Nuova adicidn de su Alyehre puco ha publicada.

En un tomo de 755 piginas M. Longehamps rocorre el vasto do-
Mminio del Algebra, 4 partiv degde la divisidn y del andlisis eombina-
l_‘-(lrin, hasta terminar con una exposicidn sucinta, pero no por eso
Wsuficients de los infinitamente pequedios y de las intezrales defini-

s, complotada por ol eilenio de Yag diferencias y 1a teoria de lain-

rpolacidn, dandv lugar adeenadn en este vasto frayecto, no sdlo 4
88 feorias ya tan vulgarizadas que eonducen & la resolucidn de Jag
SCuaciones numéricas, y en que juegan combinados los nombres de
RU“G, Descartes, Budan, Sturm, Nowton y Lagrange, sino que ade-
Més ocnpan su lugar correspondiente los desarrollos necesarios so-
e el cdlulo do las expresiones imaginarias, la hoy indispensable
teoria de Jos determinantes con sit complemento preciso sobre la cli-
miﬂacidn, las formas cuadriticas, el digeriminante y noeioves sobro
08 invariantes. Esto es lo que en general puede decirse sobre las
Materias contenidas en el Algebra de M. de Lonchamps,

En cuanto al modo de hallarse desenvueltas ostas varias teorias,
Mucho més explicito se debe ser al tratarse de la disposicidn de las
Mismag dentro de la unidad del plan.

M. Longchamps imprime desde el principio al f\lgebra g1 carag-
ter esencialmente combinatorio por ¢l mitodo de demnostracidn adop-
tadog qegd la teoria de la divigidn, haciendo aplicacidn preforente
) ] cuncepto do identidud, Hevando su rigor en este punto hasia dis-
tinguir e toda la extension de su obea con wn signoespecial 7 7 eate
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modo de relacién del que expresa la gimple relacién de igualdad,
llegando eomo incidentalmente 4 algunas identidades importantes
de la teorfa de los ntmeros, asi como el primer case de la ley de re-
currencia, que le ofrece el andlisis combinatorio, le conduce no =dlo
# las foarmulas del binomio ¥y del polinomio, sino que ademas de esta
iiltima deduce los teoremas de Euler y de Fermat, terminando ¢on
las propiedades del tridngulo aritmetico de Pascal y la suma de pilas
de balas, ete.

Bigue empleando el método de las identidades, como en la divi-
8idn, en la extraccion de las raices, determinando los coelicientes su-~
cesivos ¥y llegando & la ley de la sucesion de los restos.

Después de la teoria de 1os determinantes, donde expone los teo-
remas de Vandermonde y de M. Rouché, relativo este iiltimo 4 las
ecuaciones lineales, hace seguir 4 log nimeros inconmensurables y
al caiculo de los radicales la teoria de las expresiones imaginarias,
con las indicaciones mas precisas respecto A su representacion geo-
métirica, que lleva inmediatamente al teorema de Maoivre, 4 los teore-
mas relativos al método y & la condicidn de divisibilidad de una fun-
cion entera por el factor { r—a—6i ).

A la teoria de las series hace preceder los principios fundamenta-
les de las series recurrentes, y entre los criterios para la convergen-
cia de las series presenta el teorema de Raabe, conocido tambidn con
el nombre de criterio de Dukamel expresado por la formula

. "’" — I .
Hnii I
asi como ¢l teorema de Gauss.

En la notable leceién dedicada 4 la transformacién de las expre-
siones irracionales, que ofrece mas desarrcilos que los expuestos
en la generalidad de los tratados de Algebra, resuelve el problema
general consiatente en hacer racional el denominador de una frac-
0i6n, cuando éate es la suma algébrica de radicales cuadrados, en
nimero cualquiera, concluyendo por mostrar edmo, en algunos casos
senoitlog, pueden transformarse expresiones que contienen radicales
de tercer grado, Asi de

B 3 8
_ P( Vat— yafi v B2 )

llega &4 =" ——

.1’,‘.=
24-p

8 8

v+ 4B

En la teoria de ias fracciones continuas se halla ineluido ¢l aniili-
sig indeterminado.
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Al tratar del niimero ¢, M. de Longchamps hace una nueva deduac-

%idn de 1a serie que lo determins, dando al término complementario
la forma

By 1 42

= o,
(p+1) pe1 P

A la teorfa de las funciones sigue la do las formar cuadrdticas,
d_Onde se trata de la descomposicién en sumas de cuadrados de fun-
Clones lineales, homogdneas ¢ independientes, teoria enlazada con
1as del discriminante ¥ de los invariantes algéhricos,

En la teorin de las ecuaciones expone la nueva demostracién de
b?' Walecki concerniente al nimero de raices que admite una ecua-
°i6n entera do grado m, haciendo seguir 4 los teoremas generales
80bre las ecuaciones 1a teoria de las funeciones, é incluyendo en ésia
el principio de continuidad: Sea '

Jle)y=A, o+ S amwi ... +Ain=o

URA eeuacion que admite cierte ralz a con un grado de multiplicidad =
;“P""Qamos gue gus coeficiendes sean funciones de pardmetros varia-

k‘ t) 0 L]
8% s¢ da i ¢atos pardmetros otros valores
£+8E 040, .
los coeflcientes sc reducen

Ao + 3.‘\0 ) A.l + a.'\l yreson s Aﬂl+ aAm;
l ecuqeign

Fla)=(Ae +8A. 1+ (A1 + 83+ .. Aut 34 =0,

dmite 5 raices que tienden hacia & cuando 81, 88, , ., tienden hacia cero.
Termina la teoria de lag ecuaciones en la leccidn 400 que trata de

& resolucidn algebriica de las ecuaciones de 3.0 y 4.0 grado, asi
€0mo lag nociones sobre las diferenciales y las integraies definidas
™inan 4 su vez con la teoria de las diferencias y de la interpolacion,
“Pero no solamente encontrard el lector en el dlgebra de M. Long-
AMps una obra, donde las teorfas estén tratadas con igual rigor y de
08 manera completa al mismo tiempo que con cierta originalidad ea-
T&eteristioa, sino que halléndose una gran parte de la misma destina-
& & ejercicios y problemas entresacados, ya de obras notables, ya de
Publieaciones periédicas y académicas, encontrard también incluido
®R el tratado tedrico un nuevo tratado prictico 4 la manera de
® complemento del primero, como puede verse examinando ademas



112 L PROGRESO MATEMATICO

de los cjercicios expuesios y desarrollados al fin de cada leeciin los
agregados al final de la obra, eon el propasito de identificarse en 1o
posible con las exigencias del programa oficial para ol ingreso en
la Escuela Politéenica de Paris.

INTRODTZIONT ALLA (FEOMETRIA ANALITICA
ror EL S (. Batracnix, Proressonrg verna Usiversirt pr Narons

La Geometria analitica de igual mancra que las demis ramas de
la ciencia matemdtica, ha experimentado desde algiin tiempo una
radical transformaciin en su organismo. Kl perfeccienamiento de
iiste se impone por cfecto del progreso continuado en todas direceio-
nes, y ¢l molde antigno que reducia esta parte de la Matemitica al
estudio de las sceciones ednicas y de las superticies de segundo or-
den, mediante el empleo de las enordenadas cartesianas y polaves,
resulta ya demasiado estrecho para contener el nuevo y abhundante
material que se deshorda.

La teovia de Jas furmas, los nuevos sistemas de coordenadas, los
métodos de la GGeometria moderna y xus fecundos principios han
entrado de lleno en el nuevo plan, Y esto se observa ya desde las
primeras pdginas de la nueva obra que ha comenzado & publicar ¢l
eotehre gedmetra italtano Sr. Battactini en ol Giornale di Matewmadtiche
ad uno dogli studentt delle {niversitd italiane,

Por ahora se limita el Sr. Bauaglini & exponer una Intreduecion
i la Geometria analitica que se hallara dividida en tres partes, si-
guiendo el desarrollo histirico de la ciencia; Ia primera contendra la
Ueometria analitica cartesiana, dividida 4 su vez en tres seccionos,
tratando la primera de los puntos, de las rectas, de los planos, de los
circulos y de las esferas; la segunda de las conicas, ¢ lineas de 2.
grado, y la tercera de los conicoides, 0 superficies de 2.0 grado, ¢on
un apéndice que tratard de la Geometria analitica sobre la superfioie
eslérica.

La segunda parte de la Jutrodwccion contendra la Geometria ana-
litica proyectiva, en la eual se desarrollari el admirable organismo
de la Geometria moderna con.et métadeo analitico y el emploo de las
coordenadas proyectivas, desenvolviendo tos principios de la duali-
dad y de Ia homografia, tomando en consideraciin los elementos en
el inflinito del esapacio. Finalmente, cn la tevcera parte de la Tnfrodues
cion se desarrollara Ia teoria de [a Representacion geometvica de lar
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Torumas alyibpicas, on la eual se relacionarin las diversas leorias geo-
Métricas con las modernas ¥ fecundas teorias de los invariantes, de
l0s covariantes ¥ de los contravariantes de lag fornas algebricas,

Al exponer las nociones preliminares acerca del punto y de la
recta en of plano, principia ol Sr. Baltaglini distinguiendo las rela-
eiones mdtricas de las de posicidn, y tratando, tanto del sistema de
Puntos en linea recta, determinados por sus abscisas, 4 partiv del ori-
gon, como del sisteina de rectas perteneciente @ un punto de un pla-
no y determinaidas por su dagule de direecior relativamente 4 una
fecta tomada eomo origen.

Definidas lus coordenadas cartesianas y las polares, y expuesto el
Problomia de su transformacion, entrea de [leno & establecer las rela-
céonen Jundamentales cntre {os puntos g las rectur en ol plinio,

Partiendo de qute por tres puntos p, pr, p, do un plano se tenga la
relacion

mpipp, = '{.I :k-:s

Hega 4 Ja division wrmdnica de dos segmentos p, p, p'p° ¥ 4 la defini-
Cidn de los conjuge los armonicos, y haciendo coincidir sucesivamento
el origen con ol punta medio de uno de luos segmentos ¢ con uno de
88 cuatra puntos, obtienc tos sugmentos en progresion armonica y la

formuyla
1 1 1 1
.}’I}’:l - 2 )”IJ}‘ +P1p~)

Que determina ol medio armonico p,p, p, 0"y 2,97 asi como la pro-
Piedaq de (ue, en una progresion armdnica, el producto de Ios extre-
M08 eg igual al producto de su medio aritmético por su medio armé-
ico, Y anilogas conctusiones deditce al considerar un sistema de
Cuatry poetas coneurrentes en un punto de un plano obteniondo, que

1 1 1 1 )
tng 9, 2\tang?  tang 0° J

Lttt
tang », \ 2tang rp tang et J7

Oblieno enseguida el Sr. Battaglini las férmulas que expresan las

Svordenadas do un punto de Ja reeta pop, para ol que 1as distancias

Py y p,se hallan en la razén k,:k, y las quo corresponden & lus
08 papeg (Pyy Pohy (@) ) de cunjugados arménicos.

0 bien
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De una mnanera sencillisima llega d la ccuacion

.

vy 1 J
(=) =y (v, —w) ¥~y ay= 0y, 1,=0
&, ¥, 1 [

de la recta que pasa por los puntos p, ¥ p,. asfl comn & las ntras ex-
presiones de la misma, y como i las expresiones de las rectas R, R”
conjugadas arminicas de las R, IR,, concluyendo el articulo 3.2 eon
la expresion del drea de un polizono por medio de las coordenadas
e sus virtices.

El articulo 4.0, titnlado Questioni diversi zaui punti, ¢ sulle rette nel
“piano, no terminado en las primeras pizinas hasta ahora dadas 4 Ta
publicidad por ¢l Sr. Battaglini, reviste exeepeional importancia.

Suponiendo una recta IR expresada bajo la forma normal y un sis-
tema de puntos p,, p,, ... pi.. .. sitnados en ol plano de aquiélla, cada
uno con un eoeliciente adjunte &, deterarina o} conten de las disten-
cias medius, ¥ enuncia ¢l teorema relativo i la swawr de los momentos
de un sistema de puntos respecto 4 una reeta; v enseguida, atento
por lo que se ve i segnir desenvolviendn por todo el eoncepto de la
dualidad, considera tambicn varias rectas R, Ry, ... ®i ... y un pun-
to p en un plano, deliniendo analogamente ol eje de las distanecias me-
dias, y enunciando la proposicidn concerniente 4 la sama de los mo-
mentus de un sistema de coeficientes adjuntog 4 las rectas IR de
un plano respecto del punto p.

Considerando cnscguila los segmentos a;, W y (o, ) inter-
ceptados por las rectas R ¥ la recta Ren 1os ejes de coardenadas,
Hlepa i las ccuaciones que determinan o8 eenfrox de laz medins armg-
wicas de og sistemas de puntos de interseecidn con diehos ejes, res-
pecto al origen O, centros gue se (ransforman en los de las distan-
ciag medias cuando ¢l punte O se halla en el infinito.

Partiendo, en fin, d¢ la ecuacién gque expresa ¢l eje de las medias
armdnicas, y suponiendo que todas las reetas 1l concurren en un
punto po, en cada una de las cuales se fija, 4 su vez, un punto p;, de-
duce que al girar las rectas alrededor de fos puntos fijos pi, cuando
el punto p, recorre una reeta trazada por el origen, el eje de las me-
dias arménicas del sistema, respecto al origen, gicard alrededor del
punto fijo, ¥ pasara tambi'n por pa,

Considera despuds tres pares de rectas. y deduee, haciendo co-
rresponder los lados de los dog tridinguios que determinan que “si
los puntos de encucntro de [os pares de lados correspondientes se
hallan en linea recta, las que unen log tres pares de vértices (p', p,"},
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vy, pyy, {py, py") concurren en un punto p, siendo aquellarecta Ry
®8te punto p ol gje y el centro de homologin de los dos tridngulos.

Ademas, « Tos puntos de iuterseccion de os pares de los lados corres-
Ponrdicntes de un poligonn se hallun en Unew recta, y s vectas gue wien
s pares de sus poeidos correapondionton, erceplo wikd, CORCHIIEN. el i
Pundy, tnhicn la recta que wie el pur restante de virtices, pasurd por
b mismo punto, y viceversa.

Estas indicaciones sobre lo publicado de la obra de! Sr. Batta-
glini, son mas que suficientes para dejar establecida la im portancia
¥ la novedad que ha de tener para los aficionados & la Geometria el
tratado destinado 4 la ensefianza do vsta ciencia por cl tlustre direc-
or del Giornale di Mateomatiche que, tanto en las piginas de éste,
desde ol afio 1863, como en otras publicaciones 4 revistas la contri-

uido a} progreso de la ensefianza ¥ de la ciencia geomitriea desde
todos sus puntos de vista, segin los que pueda ser considerada.
# * #
CUrrso DE ANALYSE INFINITESIMAL
PoR F, Gomes Trixera, Dirpcror pa Acanksia Poryrecusica po Porro
( 2n eddivan, 1890, Fiomo en 4o J38 pdginas )

Nada dico al lector el titulo de una obra destinada 4 1a enseilanza
Cuando dste es comiin al de las que incesanteinente apareeen con ol
Mismo fin, y sobre todo cnando muchas do clias son {recucntemente
Sustituibles entee sf par la semejanza en el plan y oen el modo de ser
€8te desarrollado. )

No porienece 4 este género la obra del Br. Gunes Teixeira, ya
Congeido en ol mundo cientifico por sus numerosus trabajos sobre el
Andlisis matemitien, pues al escribir un libro para la ensciianzs, lo

& hecho {pansmitiendo al mismo su criterio personal, ideas propias
Que ha elaborado diandolas & conocer on diversas ocasiones. De ma-
nera que, adomds de lo que aprenda el alumno on un eurso ordinario
de Angligiy inlinitesimal, puede adqguirir en el libro del Sr. Gomes
Teixeira muchay ideas de detallo averca del sutilisimo coneepta de la
Sontinyidad v do los infinitos, omitidos ¢ incompletamente expuestos
en otrus libros.

. Precede 4 1a obra una Zntroduceidn dondo se teata de los nameros
lrra?ionales,'ncgativus ¢ imaginarios y de las reglas para su edleulo,
38f como go eprnen después los principios generales de la teoria de

23 funciones.

Siendo impasible, ¢ al menog muy difieil, discernir actualmente

0 que hay exelusivamento propio cn cada autor y lv que pertenece
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i csta accidn continua y general que prosigne la Humanidad en su
progreso, y que se suma constantemente formando sintesis cada vez
mas vastas y perfectas, el mérito de un autor de eualgitier obra des-
tinada 4 la ensefianza, estriba en el talento con que ha clegido lo mis
notable, tanta en coneeptos enmo en procedimientos ¥ en of modo de
unir estos materieles extrafios 4 aqudéllo que es fruto de sus propias
investigaciones y caracteriza su individualidad ecientifica.

Esto se observa en la obra del Sr. Gomes Teixeira.

Al prineipiar st obra por la exposicion de las operaciones de la
Aritmdtiea y del .'\lg‘l-hm. ennmery fas leves fundamentales de eada
una, segin enstumbre ya corriente en las obeas mis eorreetas.

Al tratar de les nimeres irracionales, lleva i la exposicidn qu:
hace algo de lo que ¢on mas detalle y eon distinto propdsito se halla
en las obras de Dedekind y Tannoery,

Al octtparse de Ia nocion de limite, reduee la cuestion de la exis-
tencia de limite para una cantislivl variable & averiguar si cierta can-
tidad tiende 6 no bacia cero, segiin un teorema importante de Cauchy-

En la exposiciton de las series haee referencia & importantes obhser-
vactones publicadas en el Journal de Seiencian mathemditicas debidas
4 los Sres. Lereh, Cesivo, (liitzmer v Wevr, dapdo 4 conocer un teo-
rema debido & M. Jensen 'S}, {erminando eon las consideracioners miés
precisas velativas al efrewlo dv convergencin, 4 las serivs uniformente
convergentes en unag drea d en un intervalo dado v i la serie Aipergeo-
metrica, y completando estas nociones con las eorrespondientes 4 los
productos infinitos y & las fracciones continuas,

Para el estudin general de 1as funciones hace preceder ol teorema
del Sr. Weierstrass acerca de Ios valores de nna funeisn ¢arrespon-
dientes 4 los de la variable comprendidos entre dos niimeros A y B,
desarrollando eon especial cuidado lo enncerniente i la eontinuidad
de la funcidn, quo extiende al caso e ser ésla eontinua en el punto
(a, b, ¢,....}, ¥ termina la Introdueeidn eon las funciones exponen-
cial, logaritnica, circulares directas ¢ inversas ¢ hiperbholicas.

Kl eapituto I del edleulo difereneial estd dedieado 4 Iag nociones
de infinitamente prquetio y de derivada, fijandose tanto en el caso en
que ¢sta es determinada eomo en el easo contrario ¥ on la importan-
te circunstancia de (ue una funeciin continua pueda no tener deriva-
da, pasando & su expresidn mediante la relacidon de dog infinitamente
pequeiiog,

Los articulos dedicados 4 Jas relaciones cntre las funciones ¥ «us

) Compler rendun de b Acadimie de Sciences de Paris, 1580
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derivadas, 4 las fanciones de muchas variables y al de las derivadas
de lag funciones de variables imaginarias y el de las funciones im-
Plicitas son notables por la elarvidad y sencillez con que al alumno
8¢ ofreecn estos dificiles puntos de [a asignatura, y especialmente el
iltimo en que se teata de las ccuacianes de derivadas parciales, y
Que termina con [os teoremas que establecen las condiciones genera-
los para ln existencia do la derivada de las funciones implicitas, con-
duciendo en fin, 4 las derivadas do determinantes y aldos determi-
nantes funcionales.

Despuds de exponer en el capitulo III las aplicaciones geométri-
¢as queo Hegan al estudio de las eurvas en el espacio, lag superficies,
lag corvas y superficics envolventes, en el eapitido TV encurntra el
leetor un importante cuerpo de doctrina que se refiere & multitd de
trabajog recientes de diversos matemiticos de la aotualidad, sobre las
derivadas y difercnciales de vrden cuslquiera.

Comienza este capitulo por fa deduceidn de la formula de Leibnitz,
extendida al easo de la funcién y = w, wy ... w

Elcaso deser wy=f(u), u=v(x), Heva al Sr. Gomes Teixeira
& desarrollos enlazados con sus notables articulos Sur les dérivdes
& ordye quelcongue & Ueber einen Sulz der Zahlentheorir @ y 4 im-
Portantes observaciones dependientes de la teoria de las combina-
Clonies,

Para el caso en que

y=/(”u Uyyoong e M =, (0), M= (), W ="8& (x)'

8igue ol procedimiento empleado en un articulo publicado en ¢l
tomo X VILI dol Giornale di Matematiche, y hace referencias al articulo.
Publicado por el Sr. Oliveira Ramos en ¢l Jornal de Seiencias Mathe-
Watticns & Astronamicas (tomo V1) :

Al tratar de las nitmeros de Bernoulli lambicen hace referencia el
Se. Gomes Teixeira @ otro articelo publicado on dmerican Jowrnal of
Methematios (Baltimore, tomo VI, y obticne ademds una nueva forp-
mula para caleular estog nimeros, Demuestra asimismo {a fSemula
de Warinuw, segin 1o hizo eu o tomo VIE de los Nowvelles Aunales des
Wathéinatiques (3.0 serie), y tambien reproduce otro articulo suyo pu-

Iy

blicado en este periddico eongerniente & 1as relaciones entre las fun-
Clones y sus derivadas.
Sin detenernos en estos puntos que revelan la novedad de los

—_—

0 Ciornale i Natemetivle de Batlagling, vol. X111,
2 drckie der Mathematih and Plhysik (1885 Loipzig.
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desarrolios debidos al 8r. (Jomes Teixeira, como demostragicn del
teoroma de Eiscnstein, el anilisis que hace del problema de la inter-
polaciin y otros asuntos presentados con la originalidad que predo-
mina en toda la obra, haremos especial meneidn de las materias eon-
tenidas en los dllimos eapitulos de d¢sta, dedicadoes 4 las Tunciones
definidas por series, 4 1as singularidades de las funciones y 4 las fun-
ciones de vacibles imaginarias.

Después de tratar de las funciones discontinuas en puntos airlados
expone el principio fundamental del métode de ta cordensacion de lus
singularidades debido & Hankel, segun exposicion hecha por el se-
ior Dini en sus Fundamenti per I teoria delle funzione di variabili
reali, es decir, el métndo por el que, partiendo de una funciin con
un nimero limitado de singularidades se forma una {uncién con in-
fiditag singularkdades. P’resenta un ejemplo debido al Sr. Weierstrass
de una funcidn continua que no tiene derivada, haciendo tambien
referencia 4 otros ejemplos contenidos en la Memoire sus les fonctions
discontinies de M. Darboux.

En cuanto 4 las funciones de variables imaginarias, principia por
definir la funrcidn monogena & analitica de z en todo el plano, donde
hace referencia el Sr. tiomes Teixeira 4 su arliculo sobre las funeio-
nes con eapacion Legunares y 4 resultados debidos 4 log Sres. Lerch,
Tannery y Sehrider. Kxpone una importante fiirmula debida 4 M, Dar-
boux, en el caso de extenderse la {érmula de Taylor 4 las funciones
de variables imaginarias y Ta demostracion que de ella dié M. Man-
gion en ol Bullotin de U Academie de Belgigue. Da & conocer otra de-
mostracion del matemdtico alcman Sr. Weijersirass sobre el desarro-
de las funciones en series. Pasa despuds 4 tratar de las funciones
regulires en un punto 2, ¥ en todo of plino, Para Jesarcollar esta cues-
tidn hace notar que Eunler, Cauchy, Gauss, ete., obtuvieron en ciertos
casos particulares 1a expresion de las funciones trascendentes enteras
per un producto de factores que hacen explicitas sus raices, y observa
que este notable resultado ha sido completamente establecido por el
eminente geémetra de Berlin Sr. Weierstrass en ¢l teorema siguoiente:

Dada una serie de cantidades 0, 8, 8, , ...., 8¢, .... colocadas
seqiin el orden ereciente de sus modulos y que satisfacen ¢ lu condicion

lim
c=w

medio de la formula

o9 : ﬂlr
) f(z):zna 1 (1 ___‘_'.__‘_)nc cm By - Y - (___ k

¢ e

! , . e
dc | =2, 8¢ prede conslruir una funcion traseendente entera por
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CHYaR Paices RoR Oy By Byy couey Boy ova., Y cuyos giddos respec-
tivog de mulliplicidad son ng, n,, ..., ng, ...,

Reciprocamente, 8 i (2) representa una funciin entera cuyas raices
B0 0, B, By, ey Bey oaoa 3 08 grados respectives de mallipli-
cidad no, My, oo..y Ney ..., eata funcion puede descomponerse en
Factores que hacon erplivitas estas vaives, por mediv de la formuda

- Lr o] . o
{1) L) = A («-}:no n (l .z )nc e 8, 1
e=1

o

enla que ¢ (%) representa una funcidn enlera,

¥ & continuacidn de este teoreta expone ei S Gdmez Teixeira la
demosteacicn debida al profesor de la Universidad de Stokolmo se-
fior Mittag-Loel(ler,

Despuds de tratar de Jas fonciones uniformes regulares cnteras,
examing el Se. Homes Teixeira las no enteras quo san regulares en
todos los puntos del plane, excepto en {os puntos aislados «,, @
veiey ey oa.., Hamados por el Br. Weirstrass polos cuando m es
finito y puatos singulieres esencicles, cuando s es infinito. Y termina
8u tratado de cilenlo diferencial con ¢l teorema del Sr. Mitiag-Loeffler,
por ¢l que este matemdtico extendid al caso do tener una funcién in-
finitos polos y puntos singulares esenciales, fa descomposicidn esta-
blecida por ef Sr. Weivrstrass en el case de ser finito este nfimeros

Tal es ¢l resumen de lo contenido en la obra det Se. Gomes Tei-
Xeira, obra & la par que elemental y rigurosa may adecnada pars
iniciar 4 cuantos fa estudien en los progresos mas recientes del and-
lisis, y en las mds variadas cuestiones tratadas en Jla actualidad por
los mis distinguidos analistas conteimporineos, de cuyos trabajos é
intervengion en los ultimos perfuccionamientos de este ramo de la
Matemitica pone al gorriente la porteutosa erudicion del Sr. Gomes
Teixeira,

Z. G, pr GaLpRANO

o SRS e

VARIEDADES

B eivenly wmpttemitivo de Palerms,  En todas las naciones cultas
van multiplicandose y adquiriendo importancia las asociaciones
Cicutiticas cuyn principal objeto es ol desarrollo ¢ incremento de tal
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6 cual ciencia. El eirculo matematico de "alermo, que cuenia ya mas
de cuatro afios de existencia, teniendo entre sus socios las celebrida-
des matematicas de Italia y alirunas del extranjero, llena estos fines
del progreso con respecto 4 las ciencias matematicas, principalmente
por medio de sesiones quincenales, por la publieacidn del periddico
Rendiconti del cireolo mmatematico di Palermo, donde se dan 4 conocer
los extractos verbalus de las sesiones, las Notas ¢ Memorias origina-
les eomunicadas por los socios v aprobadas por la Comision de re-
daccidin y ¢l boletin bibliogrifico de producciones nacionales y ex-
tranjeras, ¥ en lin, por medio de su biblioteca constanteinente acere-
centada, ya mediante el cambio con otras publicaciones cientificas
nacionales y del extranjero, ya con obras adquiridas ¢ recibidas
como donativo,

En los dos primeros fasciculos correspondientes 4 este afio so
hallan publicados los signientes articulos : Swr une méthode pour re-
prementer dans le plan les solides homoyines & n dimenzions par M. le
Dr. V., Behlegel, — Intorne alla veppresentazione dvile forme binarie
cubiche ¢ biquadraticke sulla cubica gobba, nota 1.2 di L. Berzolari, in
Pavia. — Sull’ estensione delln legye di Nowlon ai sistemi stellari hina-
pif, nota di Franceseo Puorro, in Torino. — Suld wote brachistocronos
nota di (1. Peanachictti, in Catania. — Revwe annuelle &' Analyse, par
M. Emile Picard, 4 Paris.

D. Cecilio Pyjazen., Hace poco mis de un mes fallecid victima de
una polmonia ol ilustrads marino, director de] Obzervatorio astrond-
mico de San Fernando, socio corresponsal de la Academia de cien-
cias de Madrid, D. Cecilio 'ujazon, que con sa actividad y trabajos
de varia indole, contribuyd 4 acreditar tan renombrado Estableei-
miento, ocupindose dltimamente ¢n la colosal empresa que prosi-
guen hoy todes los observatorios, 4 saber, la obtencidn de la carta
fotografica del cielo, coino monumento cientifico que el siglo X1X
legard 4 las generaciones venideras.

SBentimos, por {alia de noticias detalladas, no poder aclualmente
unir al recuerdo del itustre marino y colaborador de Er Procurso
MareMATico, la relacidn de los trabajos que se deben 4 su asiduidad
¥ talento,

e S e e a- -

Zaragoza. -- Impeeniade €. Arifio, Coda, 100, Lajos



