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4. PuKMrKR CAS. L'ain; de fest complHement cxtérkure, au ccrcle 
Polalre (lám. IV, lif¡'. 3."). 

Si l'ou suit par la peiisóe, les variations, tautut positives, tantot 
'i'-gíitives (lo 'f, on vdit que la soinmo algi'briiiiuí de ci's viu'iatioiis 
ost ('(Tiil ¡i l'aiio'lo qiu) Cont II'H ixtsilioiis iiiitiaic ct filíale de la ti^'o 
Ao. Si la coii ibo/est fei'iii(''(\ si, de plus, elle esl odiiipletemeut exlé-
fioure au cúrele polaire, 11 est clair qu'en revenaut uu poiut de do-
Part la somiue d(f ees variations est é^-alo a Zí'ro. Lo stylo ajaut par-
couru la courbe/", la somme dos aires des quadrilateres curvilignes 
telles que AA'SS', soiiiine alf^ébrique bieu eiitendu, représente on 
déflílitive Taire balavée par la tii^e AS, quand lo stjle parconrt l'arc 
PUO, diininnée de Taire balají'e par cette nieme tigo quand le style 
Jécrit l'arc (iVF. 

En represéntant par » ot 6, sur la figure, les pnsitinns extremes 
••e la tjge, Taire obtenue par le nu)uvenient coutinu de cette tij^e est 
done (íg'ale a la différenoe des aires 

DFUGED et DFVÍiED; 

o'est done Taire - cherchéo, celle de la courbe / . 
D'apres (1) la sommo dos termes tels que I r'̂ f ost éfralo ¡i zéro, 

P'dsquo hi sommo dos valours do <f est nulle; on dési^nant par Z la 
''"iiune des cliemins lels que Níi, nous avons 

i : . . r . Z . (A) 
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Prenons maintenant la formule (2); le chemin enregistré par la rou-
lette se compose de deux parties : l'uae, est la somme des chemins 
tela que NH, c'est a diré Z; l'autre, qui est constituée par la somme 
des termes tels que p. <? est nuUe; puisque, comme nons venons do 
l'observer, la somme des variatíons de f est nulle. Si noiis désignons 
par t le chemin enregistré par la roulette, nons pouvons écriro 

7 = Z (H) 

5. Des formules (A) et (B) nous déduisons le théoreme suivant. 
TirÉOHEME I. Lorsque la conrhe ronukh'ri'i' / est coinpletement e.rtc'-

rieure au cercle polaire, Vaire de f a'oMknt en multipUant le chemin en
registré'par la roulette par le rayón r de la tiye AS. 

6. II nous reste a examiner deux autres cas; la circonference po
laire peut couperlacourbe/"et meme lui étre completementextérieure. 

Les raisonements qui précí-dent different de ceux qu'on trouve 
dans la brochure <* qu'a publiéo Armster et qui traitent le cas que 
nous venons d'examiner; mais l'exposition (jue nous allons donner 
et que nous avons imginée pour ramener les deux autres cas au 
premier, simplifie notablement la théorie du planimMre. 

7. DP:L'XIEME CAS. Le cercle polaire eoupc la eourbeconsiderée. Soit 
X Taire cherchée (lám. IV', fig. 4.»); on a 

X = U + V et rR» = V + \V, 

•) Ukber die méckanischt liiiitimmuHfj dei Machtninhtiltet, dtr statischtn momtnte nnd 
Jer Erdg Leitsmomente ebenen F'njuren itinhegondtrc >ih*^r einm nenenptnn'untterrgn ron Jakob 
AtntUrprofessor am (Jymnasium in Schnffhaugeu lí*5íi. 

L'excmplaíre que nous avous cousult^* appartíent á la bibliuth&que du di-p6t general dos 
Fortiflcations. Cef oxomplaire que Je colonel do la Not̂  avait Mcn voulu mettro ¿ notre f]Í8poHÍ-
tion ronferrae une traduction francaisp qui nous a Hé fort utüp, traduction faite »»n 18íl9 par lo 
capitaine du génie P. Nassoy, attaclié á lY'tat major de 1 Krole d'application do Metz. Noub croí-
yons dflvoir donuor ici ce reusoig-nement pour le^ poi-sonneH qui voudraipntpénétrer p luspro-
fcudément dauíj l'étude des planimMrcs. Kilos trauvoront, dan» la brochure citt^'e, outre do 
Qombroux dt^talls sur la pratiquo planimf'trc d'Arm»ler, l'exposition du planímdtre d'Oppi-
Kofer (on planimétre d'Ernst, comme on rappelle eu France) de celui de Wetli et enfln do celui 
de Decher. 

Pour complf^ler eos ronseigfnemonts sur les planim^t^os, nous devonadire que c'est k Oppí-
Kofer que semblo revenir le mcrite de la docourerte du principe matbématiquo de ees instru
menta. Ernstétait , d'aprvs Armuter du moins, un simple mécanicíen qui a soulement porfeclioo-
n¿ le mécanisme de l 'ínstrumeut. 

Depuís lora, on a im,agin<^ beaucoup d'autres plauimMrcs. Outre ceux d(^á cÍt«'>N, nous signa-
lerons encoré ieplani'metre df précUion de líohmame-Otradi, celui de <7tt«/A<r, celui de Khht 
sans compter le plantméíre tiuapendu, le pianimetre roulant, etc. 

La tlu'^orie du planimMro roulant a etó exposoó dan« le Journal de IArpintage, lft44 
(vol XIIÍ, n» 30», et reproduite dans une brochure ayanf pour titre : Plauimí'tro do prt^oision do 
Hobman et Cozadl par Lurkhardt ot Alteu (Francfort, 18t^>. 

Sofin, on pourra consultor encoró un article do M. A. Thir<? Sur la thforie d» plamnütre 
d'AmsUr (SoutrlUs nnualt», IHfcMí; p H5Si. 
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par suite 

(O X = -R^ + U - W . 
On observara que les aires IJ et W rentrent l'une et l'antre dans 
'es q„e nnus savons troiiver, conformément au tliéoremo donné 

I s ftaut, et le probleme, an point .le vue pratique, se troi.ve par cela 

OOOTJT r " " ' ' " " ' ' '""""'• ' I^'""" ^" <l''"^i''"><' cas qui nous 
enono ^ ° ' " ' ^'•'''^''""^ 'I""» ""»s allons parler toiit á riieure, un 

"nct commun; voici par q.ielles considératious on ,y parvient 

ce rc i r iVu"" ' ' " ' ^ V ' ' ' ^ ' ' '^"'^ parcourir: 1- i'arc MNL, 2» I'arc de 
reie 1.IM; pour obtenir VV, le stjle décrit CRL, puis LKM. 
l^inalenientlecheminenresistré par la roulette pour ees deux 

paren ^'""^^'''^ '''" ' ' ' " "" ' " ^̂  "í"' ^"*'''''' enrefíistré si le style eut 
le ITI'' ''°™"'*' ''^"^*^1"« !•'« "''«''í'« 1 «t 4, la péripliérie de'/" dans 
onre" - '^'"'""^^ *^'""'' '"O"'''*-'. diminuée du cheminZ' q.ii est 

Í?i8tre quand le style parcourt le cercle polaire dans le sena in-
^«rse du précédent. 

Un point délicat et sur lequel Armster C no nous parait pas s'etre 
^Pilque clairement ost íi noter ici. 

des n'*'*' ''^l"" ' " ^'"^''" '^''°'"'' '" Perimetre de l'airo W dans le sens 
^ 8 lechos 3 et 4, c'est a diré, dans le sens inverse de cehii qu'il fau-
j ^ ait adopter pour suivre le niouvcnient des nif>ui]ies d'un»! niontre, 
^^ivombre f„nrni par Finstrninent est é^al et de sh, ne rontmire a cclui 

*̂ i nous représentons par 

* le chemin enn'í^Mstró par le style décrivant MNL 
*' L I M 
^í MRL 
•^ LKM 

<̂ 1s avons, pour les valeurs absolues de TI et de W 

(2) U = »-(r .+z,) , et W - - , • (r,S--',) 

8 j , . " ^^ ^ans les quelles z^ et z^ devraient etre précédeés du sijr'ne - , 
"n voulait expliciter ce signe, ce qui n'est nullenjent nécessaire. 
^^es formules (1) et (2) donnent 

_ _ _ _ ^ ^ X = ̂ W+r{z+z,) + r{2, + z.^^)-

"« ' • c lopo iT" ' ' " " ' ' ' ' " ' " ' " ' ' * ' P"'"'•)'<"»'-omP'eDclre cocí, on pouii-a d'aliord siipposor qiio 1„ 
•^ íuxe , ,, '" ' '"^ ' ' ' '" l ' l" ' comiilMomoat \n coui-bc » mais le» <loux cas cxl^rciit, il nous SPIUMC, 
' ' * ' «lo do """•'' ''''^•''•onti'rt Pt IiiiiP clollps, «i complf.to o( HÍ clairo qn'ollc soit, no disponHo' 

"iipr pour l'autrc iiiip cxplication (lui est ín'coSHairo, 
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obsprvons qiio-*|+--.j représenle le cliemin enresristré quand le Rty-
le (léorit le cercle pelaire L dans le sens inverso des aisuilliís d'tine 
montre, c'est une constante d'une valeiir néj^ative que nous repre-
senterons par — K. 

X = r 'Á + - IV-Kr = rZ + U. 

II, dans cette formule, désif^ne une constante (pie nous dtHernii-
nerons tout a l'houre; mais nous envisaj^erons d'abord lo troisienio 
cas, pnur montrer qu'il conduit a la memo formule. 

8. TiíDisiEMK CAS. Le ci'rch' pohiiri' envi'loppi' coinpUletncnt la 
eoitrhe dimnt'i'. Imatrinons detix circuits arhitraires Mfj, XH permot-
tant do passer du córele polaire au perímetro de la courbo et obser-
vons, avant d'aller plus loin, que ees circuits étant parcourus par le 
style, succesivement, dans un sens et dans l'autro, coinme nous 
allons l'expliquer, le cliemin enrcfristré par la roulettc, par le fait de 
ees circuits, est nécessairement nulle íláiii. I\', fm. ").•'). 

Cotte remarque étant faite, écrivons 

x=-ii*-u-v 
Les aires IT et V jienvent étre calculées d'ajjres la réorlo donnóe 

pour le premier cas, le style suivant, ¡lour ('. le cliemin ), 2, M, 4; et̂  
pour V, le cliomin 5, 6, 7, 8. 

Abstr.iction faite des cliemins 2, 5; 4, 7 qui donncnt, comme nous 
i'avons observé dans le calcul iiual un résultat nul, il reste pour 
évaluerU + V : 1" le nombre enrefristn' par le style parcourant le 
cercle polaire dans le sens des ai^iiilies dune montre, le nombre K 
comme nous I'avons appelé plus liaut. multipiié par ;•. 2" IIÍ chemin 
enregistré par la roulettc quand le style parcourt, comme l'indiquent 
les fleches 13 et 8 le pér¡au''tre de la courbe donnée; ce chemin est 
éfral et de signe contraire a celui que nous désignerons par Z, et (jui 
représente le nombre enregistré par la roulette, quand lo style par
court lo pi'rimetre dans le sens des aiguilles d'une montre. Nous 
avons done 

aire U -f aire V = K>- - Zc 
et par suite 

X = rZ + - H * - K r = ,-Z + II. 

Ainsi se trouve expliqué, et, nous l'espérons, d'une fagon claire, 
ce fait que la constante H a la meme valeur dans les deiix cas et, en 
effot, la thüorio que nous exposons, pour étre á l'ubri de touto equi
voque, doit les examiner succesivement. 



LAMA 4 
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•í- CAI,CUI, i)K i,A coNSTANTK H. Piüsquo lí a la mÍMiio valeur, 
(iuelle que soit l'airo considi'réo ponrvu que sa disposition soit cello 
^lue noiis avons erivisafrée aii deiixieme ou au troisieine cas, il est 
laturel poiir diUeriuiner 11, d(! choisir une aire particuliero, tres 
simple. 

Imaífinons par exeinple que Ion íasse (h'crire au style un cercle 
*yant pour centre le pole P et i)()ur ravdu H + i-. Daus cv, cas, les deux 
"S'os sont dans le ])rol()níJfeinent l'une de l'autre et la roidette décrit 
U'ic circoaíérenoe conceutriiiuo au cercle polaire et de rayón E + p. 
-'O clieniin parcouru par la rouletto est, <ians cotte disposition, coin-

Piütüinent enrosíistré; il est e'^al a 2 7t(ll + ?) et nous pouvons éorirc 

(1) t n i + r)-=27:r(R + p) + n , 
d'oü 

{2) I l - T : ( i r + r'^-2rp) C 

1 -̂ Nous retrouvons ainsi la valeur de la constante, telle que l a 
'^onnée Anisler dans le méiuoire cité et nous [XHIVOUS, finaUuuent 
©noncer le tluíureme suivant qui complete celui tjue no usavous dcjn-
^*-'plus liaut et, avec lui, l'ait conuaítrc toule la théorie des plañí" 
metros. 

••'íunKMK / / . L()i:it¡ii(' II' irrrli' ptildire iie laixtsc pan la courbe doninú: 
'^^'X'Pleteiiíi'iit en ihihors (h; lui, iairr n'olitient cu innltlplidid le c/u'iuiíi 
^"'''i'yiatri'jtiir ln nmlctli' ¡>ii,r r li en iijnidinil a ir proiliiil, la coiixtaali' II. 

Ĵ -̂a valeur de cetle constatite se Irouvc d'ailleurs inscrito sur l'ins-
""uiuent inéuie, p(jur (''vit(w' t(uit calcul. 

l-OS PROGRESOS DE LA GEOMETRÍA DEL TRIANGULO EN 1890 
iMiii M. E. V I G A K I É <•> 

iJosdo hace alf^unos años hemos tratado de vulfjfarizar el estudio 
^^ la Ueometn'adel triángulo, y de dar á conocer á los lectores del 

*J fiO iiuMiiui]-p ilu (fúinMal l'caiUM'Uií'r (/rjc i-it p. 12i>) rciilcniíe, cToyons nous iiim U'gÍTe 
"•Olir Duna lea Hifilrfs iini ai-i'om|ia(.ni<'iit ce mi'Pnoiro l'i nniletlr' os( <l¡s|i(iS!<(V' sur le ])roloii-

«"•neiit lio la W^f HA et los raisonncnionls Hont fivils ilaij^ i'i'tlo hypollif'so. [<» valoiir IV do la 
•^ouijtaiits) est alura óg-alc a ~ ( l í ' ' | <•" |-2''p) ol cola liciil & ic (luo ilaii.-i régall t í (I) il faut ¿ci-iro 
*'oi'í( aiTjMU-pi; brcf il faul chajin-or'p cii -^ p. 

(^- Thiii'', (laiiM son nuMiioirc, ri tr jiliiH liaiil.siipposi', aiissi (|iio la rouli'(li> i:!^\ liliirro a\w 

Prolonifonienl lio SA', mais il ilonno, pour la cuiistauto la iiuanlitr H ) . 

' '* l'ara piiiii'r al i-nriioiili' ú uui'slro» loutorcs cu CHIUS uiodoriios (k'srulijiíiiioutoa IÍUU-
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Journal de Mnthe'inat/qiieg, Jos puntos más interesantes do esta parto 
nueva de la ciencia g-eonii-trica. liemos creído que la indicación «u-
cinta de los profiresos realizados por la misma, durante el año trans
currido, i)resentaría algún interés. Este es el objeto de la presente 
Nota. 

1. Si.sTKMAK uE cooKiJENAiJAK. Dcsdo cl oriffen de la geometría 
del triúnffulo se han empleado casi exclusivamente coordenadas nor
males y baricéatricas. Los notables estudios de M. Lucas (Matliesis 
1889) y de M. Poulain {Joiirunl de nuttháiíatiqucs «pedales, 1889), so
bre las coordenadas tripolares, han dado á este sistema, poco cono' 
cido, una gran imi)ortancia. M. Lemoine se ha servido notablemente 
de ellas (Contributiona d lu géouwtrie dii trianjk (.Vssociation fraa-
(;aise, 1889 pp 1Ü7-222) '•' en varias cuestiones relativas á los puntos 
tripolarmente asociados, á los puntos gemelos, etc. 

Asociando de cierta manera las coordenadas cartesianas á lasco-
ordenadas baricéntricas, se obtiene un nuevo sistema en el cual las 
coordenadas están tomadas con relaci<')n á ejes m(5viles y que M. Ce-
sáro llama coordenadas de inercia. El sabio profesor de la Universi
dad de Palerino había mostrado ya (R'umirques sur la Géoniétrie da 
triauAjlc (Noiii'clli'A anmth's de ^f(lf/lñll^lfil|lle.•', 1887, pp 215-242; sur la 
polentielle triiingiilnire, \ . A. M. IHSS) todas las ventajas (jue se pue
den obtener de la cons¡deraci(')n de tal sistema de coordenadas, en el 
estudio particular del triángulo. En un trabajo nícionte (Sur Templo i 
lies coiirdeni'es hiirirentriqne», 3fafhesis^ 1̂ !90, pp 170-190), M. Cesáro 
hizo d(í ellas una nueva aplieaoi('>n, que le ha permitido enunciar 
una multitud de proposiciones interesantes. .Sentimos que la falta de 
espacio no nos permita extendernos más sobre el asunto. 

A estos sistemas es preciso agregar el de las coordenadas angu
lares, propuesto por M. Poulain (I. de M. H., l̂ ÜtO QuenNon, 282). 

2. FiGuiiAS SKMicjANTKS. La tcoría de las figuras directa é inver
samente semejantes, que ha servido tan frecuentemente para obtener 
nuevas proposiciones y para dar elegantes demostraciones do otras 
muchas (círculos de lirocard, de Xeuberg, de .M'Cay , por ejemplo) 
acaba de completarse. M. Schoute ha enunciado (Sur les figures pla
nes directement semblables, Comptes rendas des sce'ances de VAcadémie 
des sciences de Parts, 6 octobre 1890) los teoremas siguientes: 

métricos, ofi-ocomos nn estf» numero U fraducrión del importante ar t ículo do M. Viyari<* publí-
ca'lo pii el Journal df tiinthñn'tt!i¡ue» rí/mfnfftirfi'. 

(1) I.OH rompttA rí-nifn.< de law SCHÍOUC.'* d '̂ la A-s'jciarióu francesa h'tht a|iarccon al an<» si. 
Ifiiioiite do tenor- injriir cl Congreso; a'|ul aníiliiam js la? comijuicaciouos Ueclia^ cu el C'oujfi-o-
rto de Parts en 1«««. 
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Teorema I. En un plano que contiene dos figuras directamente 
semejantes F, y F^, se construye, sobre el segmento A, A^ (OA|A,A., 
es un cuadrángulo de forma invariable cuyo vórtice O es fijo) de 
'a recta que une dos puntos homólogos A, y A, de F, y F j , como 
t'ase, un triángulo A, A^ A-, directamente semejante á otro triángulo 

1 í^i K., dado. Si los puntos A, y A^ recorren las figuras F, y F^, el 
tercer vértice A^ describe una tercera figura F3 directamente seme
jante á F, y á F^. Y'las tres figuras admiten, dos á dos, el m'smo 
plinto doble Ü. 

De este teorema intuitivo y muy general se desprenden, como ca
sos particulares, los siguientes, en apariencia más complicados: 

Teorema 11. En el plano de las figuras F, y V.¿ existe una tercera 
figura F., directamente semejante á F, y F^, de manera que el lugar 
^el punto de intersección P de las tangentes homologas <i y t^ de 
dos curvas homologas Ci y Ĉ  de Fi y F2 sea la podar de la curva 
'lomóloga C.| de F., con respecto á un punto determin ado, el punto 
doble O de F, y F^, que es al mismo tiempo el punto común de 
í^i', F F 

Teorema III. Además, existe en el mismo plano una figura Fn di-
'"ectamente semejante á F, y F,, de manera que la envolvente de la 
•"ecta í„ trazada por el punto de intersección P do í, y <j, para la cual 
®1 ángulo (í , , ín) es igual á un ángulo dado ÍÍ, sea la curva homólo-
^8. Ca de F„. Si a varia, las figuras F,, forman un haz tangencial (lu-
Sar de los puntos cürrespondi(mtes P,, =• un círculo envolvente de 
'as rectas correspondientes f/» = un punto) que comprende F, y F^ 
y <*« el cual el i)unto doble Ü de Fi y F2 es el punto doble común. 

Teorema IV. En el plano de las dos figuras F, y F j , donde se 
han fijado dos puntos homólogos cualesquiera A, y A ,̂ existe una 
figura Fm directamente semejante á F, y Fj y un punto A,,,, do ma-
•lera que el lugar del punto Pm que divide en una razón dada m al 
tegmento P, P, dé la recta que une la proyecion P, de A, sobre la 
tangente h de la curva Ci de Fi á la proyección Pj de Aj sobre la 
^ecta homologa t^ de F^ sea la podar de la curva homologa C„, do F„, 
<5on relación á A„,. El punto A,» se halla en A, Aj y divide este seg-
••lento en la relación dada m. Si m varía, las figuras F,,, forman un haz 
puntual (lugar de los puntos correspondientes P„, = una recta, envol
vente de las rectas correspondientes d,„ - una parábola) que com
prende á Vi y Fi, y en el que el punto doble O do Fi y F2 es el pun-
*o doble común. 

Si 80 reemplazan, en este último enunciado, los dos puntos hom()-
logos Al y A2. que en él se consideran, por el punto Qi de Fi y ol 
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punto R2 do F2, que no se corresponden, siendo Q2 fl punto honirf-
loffO del Qi de Fi on F2 y Ki el homólogo del H2 de F2 en Fi se ob
tiene: 

Tcon'htd, V. En el plano de las dos íifruras directamente seme
jantes Fi y Fa y de los puntos (̂ 1 y RÍ>. existe todavía una fiífura F,„ 
directamente semejante á F̂ i y Fa en un punto tí»,, de manera que el 
lugar del punto P,» que divide eu la razíin dada m el seymento \'\ Vi 
de la recta que une la proyección I^ de Qi sobre la tanji-ente t\ de la 
curva C) de Fi á la proyección P» de H2 sobre la recta homólopa <2 de 
F2 sea la podar de la curva liomólopra í",,, de V,,, con relación á tí,„. 
Si m varía, el punto S„i describe una ciiljica circular y unicursal. Y 
los puntos Fi y Fa, homólogos á los puntos S», de las figuras F,,,, re
corren las cirounferencias de círculo descritas sobre Qi Ri y Qa Ha 
como cuerdas y capaces del ángulo de las figuras Fi y Fa, formado 
por Q|Ri y Q^Ra . 

M. Shoute termina su comunicación por el enunciado de dos pro
blemas que se resuelven fácilmente por el empleo del último teorema. 

Debemos mencionar aquí una Memoria muy extensa (H(i páginas) 
y especialmente importante, debida á M. Xeuberg. Î a abundancia y 
la diversidad de las materias tratadas, el número considerable de 
teoremas enunciados en este trabajo ni) nos pei-mite, con gran senti
miento, hacer de él un análisis suíicienteinenle completo para dar del 
misino una idea, siquiera aproximada. 

No podemos Jiacer cosa mejor que reconientlar su lectura. 
Todos los que conocen á M. Xeuberü- saben con qué rigor y pre

cisión se liallan escritas sus Memorias, y todo el fruto que puede sa
carse de su estudio. 

En la primera parte de su obra (Sor le» priijertinnx vt roiitrepro-
Jfcfions d'itn iriangh' fl.r,\i't sxr le gi^Kti'nn' de frois fifluven ilirecfeinen.t 
xemhlítble». Ménioires eoiirnnm'tt el anteen iif-inoireit piihUén par I'Aeade-
iitie de Beljfiíjtie, f. XLI\' , ISIIO), M. Xeuberg estudia varias series do 
triángiüos (series alijas, ortológicas, axiales, moflidares, podares y 
antipodares) que le permiten dar soluciones elegantes de cuestiones 
incompletamente resueltas en varias publicaciones matemáticas. Pre
senta asimismo numerosas proposiciones sobre los puntoH tripolar-
mente a»oeia<los, Ion puntos ffemelofi^ Ion eíreultm de Sehonte, etc. Estos 
diversos estudios geométricos se hallan seguidos por desarrollos 
analíticos. En la segunda parte (pp. 4<»-s(j|, que es en cierto modo 
una aplicaciiin di' las ideas generales contenidas en la primera, 
M.Xeuberg estudia ycompleta bi teoría de las figuras directamente se
mejantes. Termina aplicando est^ teoría á varios casos particulares. 
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P- Ei.KMKNTOH DE BuooAHí). Kn oste año, como en los prccedentos, 
ias cuestionos que si' refioreii á los e lementos de Brooard han s ido 
niuy es tudiadas . 

La ííenialidad do M. Scliloiniich ( Jou rna l d'Hoffmann, 1H8»), que 
"ev(5 al g'eóniotra alemán á declararse contra las denominac iones do 
punto y ánirulo de Hrocard, está aún presente en (Í1 ánimo de todos, 
y nues t ros lectores recuerdan también la opor tuna eontestacicm de 
M. Morel (J . K., nov. iHHíl). M. Mansión ha resumido (Crel/e un Bro-
''^'"'l, Math. lS!tl), p|). 2'̂ -.'i()) los dos art ículos do que acabamos de 
ocuparnos . Su nota termina así: 

* No debe insist irse sobro estas donominacionc^s empleadas de-
"^asiado univorsalmente pa ra quo se las pueda cambiar úti lmente, 
•'̂ ^ntes más bien sería preferible no hacerlo. Crelle, en su la rg 'acar re -
^S'i ha olvidado él mismo su memor ia de 181(5 y abandonado la ( leo-
"letría. M. Hrocard, por el contrar io , como M. Lemoine, no ha cesado 
'^e trabajar por el profíreso do la freomotría r e c i e n t e ' e n los r a ros 
OCIOS que le dejan sus trabajos profesionales. Y es jus to (iu<' los 
•hombres de ambos permanezcan indisolublemente unidos á la termi-

^'oí?ía de esta par te de la ciencia, como h a propues to M. Neuberg.» 

Hemos hecho un análisis de la obra que (Jrelle public() en IHKi 
(•^lir nn onrraffc d<' Crdlt; J . E., 18!)0, pp. ;j2-;i5) y hemos most rado (Le 
^'6" ¡MrisitK' (IKiirliíJp et nc.s c<ni.s('<¡iti>ii<r.'i, J . H , 18!)ll, pp. 8.'i-8()| cómo, 
l̂ ol conocimiento del porisma IKi ' de Euelides, se pueden deducir 
*^ propiedades más elementales del círculo, de los [)untos y del án-

s'ih) de ]j[.()oanl. Una demostración d(! este por is i in , más sencil la 
*if̂ ^ ia, de (Jhasles, ha sido dada po r M. A (J. (üitr le nti' porimnc 
" Aííf^íffe, M. IHÍK), p. 115). M. Lauvenay ha indicado también otra 

. ^omostraciihi (.1. E. 18!K), p. 151). 

Entr(( los teoremas, muy numerosos , quo se relieron á los ele-
"itintos de Hrocard, debemos indicar el sií>'uiento (Lomoine, loe, cit.) 

'^«.«t' linea los fres vértiees de ini. triíin(/id<) ABC ú dos pinitos iii.ver-
**** <^it<tles(/litera w,, lo.̂ ; </ por w,, ^.¿se trazan las perpendiculares res-
P'^'^tivainente 

(I Awi , A ^ i cortándose en J„, 

á Bwi , Hw2 - li, , 

á (Jo>, , C t^ — Ic ; 

** rectas AI„ , HIj , Oí,; se cortan en I sobre la circunferencia rir-
^'•nscritd y la recta, de Siinpson de I es perpendicular á la recta wi M.¿ S¿ 
' P «^ son los puntos de Brocard, I es el punto de Tarri/. 
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Esta proposición se nos ha comunicado simultáneamente por 
MM. Lemoine y Tarry. 

En una Nota reciente (Qiwlque^ formulen relatires aux trianfflea 
rectilignes; mémoires couronnée et autre» mémoiree ¡mhlies par l'Avadi'-
mie royale de Belgique, 1890, tome XLIV), M. Catalán ha considerado 
los puntos y el ángulo de Brocard y ha evaluado algunas distancias. 
Consideremos el ángulo w y los puntos Í2i üa de Brocard, y sea I el 
centro del círculo inscrito; se hallarán en esta memoria las fórmu
las siguientes: 

OÜ^= ^] (rt' + i '+c ' -*< ' j = R^-Bí2, . Cí2,. 

'>l^í-
1£2,̂ = ; |a'6 (Ví-¿.) + 6V(6-c)+c-a(c -a ) l 

U í , '+m,»=8 ^^f ¡ (2R-j - )p*-r (4H+rf! ; 

haciendo 

m* = ((' + 6- + c-, H* = a'b' + b'c* + c 'a ' , 2p = a + h + ,•. 
(Se conilnirá) 

LA EVOLUCIÓN DE LA GEOMETRÍA PROYECTIVA 

( coX r I N f A c i o s < 

La institución de la Escuela politécnica favoreció el espíritu de 
propaganda, y por consiguiente era natural que además del célebre 
Journal de la misma aparecieran otros periódicos científicos, entre 
los cuales deben citarse la Correspondance tiiir l'Kroh' poli/tt'rhuique y 
Les Annale» de MathéiiwUquea que en Montpellier fundó el distingui
do matemático Gergonne, favoreciendo de una manera notable el 
desenvolvimiento de la Geometría. 

En esta época los descubrimientos se suceden sin interrupción, 
progresando la ciencia por efecto de la suma de conocimientos apor
tada á la misma por cada individualidad, entre las que se podrían 
citar muchas de gran valía en esta época, excepcional por lo pródiga 
en talentos matemáticos, llegando en verdad á ser imposible muchas 
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yecos deslindar el campo, hallar el verdadero inventor de tal d cual 
idea en cuya manifestación han intervenido varios, por efecto de 
haberlos impulsado á todos su actividad intelectual, solicitada en 
i^uy diversos sentidos y bajo distintas influencias, á explorar el 
abundante ñ\6n de verdades. No os de extrañar, pues, esas polémi
cas que llenan muchas páginas en las obras do l'oncelet, donde se 
trata de vindicar sus derechos de propiedad en determinadas teorías 
lUe fueron objeto predilecto do sus investigaciones, tales son, entre 
otras, las de la dualidad, polares recíprocas, y homología. Y oierta-
iiiente que es cuestión ardua el deslindar esta cuestidn, por cuanto 
las mismas ideas pueden ser patrimonio de muchos, y como dice 
^ergonne en una do sus réplicas á Poncelet, sería preciso antes do 
publicar una idea leer cuantos autores han escrito, lo cual es más 
^mbarazoso que el buscarlas directamente dejando su curso natural 
* *a inteligencia, cuyo trabajo, lento sin embargo, es preferible al do 
Seguir el intrincado tejido do investigaciones realizadas por todos 
*08 exploradores del mundo científico. 

Las obras de Poncelet constituyen un conjunto do teorías todas 
i'eierentes al nuevo desenvolvimiento de la Cleometrfa, y aunque no 
•^rman un cuerpo de doctrina donde se hallen encadenadas bajo un 

plan quo i^g incluya bajo cierta unidad, ofrecen un abundante mate
rial á quien desee conocer cuanto de esencial constituye esto espe-
"lal orden de conceptos, no todos nuevos, pues radican muchos do 
ellos en la época do la civilizacidn alejandrina y en los tiempos de 

ftscal y iJesargues, si bien lo principal es resultado d(( las investi-
6*ciones de los gertmetras modernos. 

Los resultados que la Geometría debe á las investigaciones do 
^ncelet se hallan contenidos en sus dos obras Traite des proprie't('a 

<h'8 flüiires, cuya publicacicín data del año 1822, y sus Ap-
P^^ations d'analyse et <U G('om»trie, publicado en 1862. La primera 
forma la síntesis de sus descubrimientos ó de sus puntos de vista 
generales respecto á la moderna (íeometría, la segunda contiene una 
^erie de trabajos que aparecen como una sucesión de ensayos rt una 
Preparación para analizar definitivamente su obra principal, que es 
** anterior. 

* Un gran número de geómetras distinguidos, como dice Ponce-
^ en su célebre obra, ai frente de los que debe colocarse al ilustro 
•*^onge, han sentido toda la importancia de los recursos que podía 

'recer la doctrina de las proyecciones en la invención y la, denios-
•"ación de las propiedades de las figuras, Pascal, Laliire, Lambort 

y «Has recientemente Carnot en su Enfiai sur la Thdorie des traiisrcr-
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salee, Qerfíonne, Servois, Ferriot, Durrande, etc. en los Annale» de 
Matlie'matiqueg han hecho sucesivamente con más o menos restric
ción, consideraciones semejantes para extender el resultado do las 
primeras concepciones penniétricas. En fin, Brianchon ha hecho in
sertar en el cuaderno X° del Journal de VEcole Poh/teehnique nna Me
moria que presenta sobre asunto, reílexion(;s á la vez nuevas y ex
tensas. Pero todos estos freómetras, no teniendo como objetivo más 
que la demostración de al^í'unas propiedades particulares de las lifíu-
ras, no so han ocuj)ado de una manera especial en buscar los diver
sos principios que la sola doctrina de las propiedades podría dar, la 
que hace que, para la mayor parte, estas propiedades habrían podidcj 
establecerse de una manera más general y más sencilla todavía, 
como nos podremos convencer en lo sucesivo ". 

(Se continuará) 

INDICACIONES GENERALES ACERCA DE ALGUNAS OBRAS 

CoUItS IJK MATUÉMATlglKS r^PÍC lAl.KS. 

PllKMIEIlE l'AllTIK, A L O É U H E , 1>AR M . ( i . I)K Í.ONíiCIlAMI'rt 

Kl proí>r('Si> continuado de la Matemática exi^e más tpie en nin
guna otra ciencia un pro^-'reso correlativo de los métodos, según los 
cuales deban exponerse, tanto las teorías conocidas desde épocas 
más ó menos remotas, como las quf á ellas se van agrupando, mer
ced al sucesivo incremento constantemente obtenido por esta rama 
del saber. 

Además de las L'niversidades, donde enseñándose ó debiéndose 
enseñar la ciencia por la ciencia, atendiendo principal y casi exclu
sivamente al rigor dogmático y dialéctico, á la concatenaci(')n de las 
verdades dentro del plan general de conocimientos matemáticos, se 
multiplican laa Escuelas técnicas, destinadas principalmente á los 
estudios de aplicacié)n; y en é-stas es torzoso suplir con la rapidez de 
los procedimientos el esfuerzo que luego ha de necesitar el espíritu 
para pasar al orden concreto, donde ha de ejercer su actividad muy 
principalmente. 

Uno de los sucesos que han contribuido con gran eficacia á rea-
lizar este fin práctico de la ciencia, lia sido el desarrollo adíjuirido 
por este grado medio de la Matemática, «lue se conoce ya con la de-
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nominación do Matfiííníticas especiales; este grado colocado entro los 
'le las elemontaies y superiores os susceptible de beneficiosas modi
ficaciones y ha liofíadn á constituir una baso desde la que, con seifu-
ra marcha es hiojío muy fácil recorrer on cualquier sentido el vasto 
dominio de las ciencias matomáticas. 

No hay para qué citar ahora los varios autores que se han ido su
cediendo en los cursos de las Escuelas técnicas, con gTandes resul
tados, abandonados más tardo por otros que han ido satisfaciendo 
»as necosidados creciontos señaladas por la influencia cada vez ma
yor de las modernas teorías, por su invíisi(5n lenta desdo las rejíio-
nes del inventor y del sabio, á las rofi'iones más modestas que les ha 
ido señalando su divuljíacidn por medio do los propagandistas. 

Hoy vamos á ocuparnos exclusivamente de un nuevo libro, debi
do al notable matemático y publicista M. doLoní>'champs, y quo está 
destinado á cumplir muy principalmente con los fines do la enseñan-
''a para las clases especiales de matemáticas. Esta obra que consti
tuye la primera parte do su Coiirfi de MatIu''m,nt¡qi(C.s fip('f¡.<i7.e,i es la 
'lUeva adicii'in de su Ahjehrc poco ha publicada. 

En un tomo de l'ñi páainas M. [jongchamps recorre el vasto do-
niinio del AIí>ebra, á partir desde la diviííii'in y del análisis combina
torio, hasta terminar con una oxposiciiín sucinta, pero no por eso 
insuficiente de los infinitamente pi^queños y de las integ'rales defini
das, completada por el cálculo de las dií'ereucias y la teoría do la in
terpolación, dandi) lu^ar adecuado en este vasto trayecto, no si'do á 
as teorías ya tan vulgarizadas (¡UÍÍ conducen á la resolución de las 

ecuaciones nunii'ricas, y en (|iie jiu'yan combinados los nombres de 
tiolle. Descartes, Hudan, Sturm, Newton y Lagrang-e, sino que ade-
''^as ocupan su lugar correspondiente los desarrollos necesarios so-
"'"e el cálulo de las expresiones imaginarias, la hoy indispensable 
teoría de los determinantes con su complemento preciso sobro laeli-
"iinación, las formas cuadráticas, el discriminante y nociones sobre 
tos invariantes. Esto es lo que en general puede decirse sobro las 
•Materias contenidas en el Álgebra de M. de Lonchamps. 

En cuanto al modo de hallarse desenvueltas ostas varias teorías, 
•̂ ^Ucho más explícito se debe ser al tratarse de la disposición de las 
'tiismas dentro de la unidad del plan. 

M. Longchamps imprime desde el principio al Álgebra su carác
ter esencialmente combinatorio por el método de demostración adop-
ados desde la teoría de la división, haciendo aplicación preferente 

del Concepto do identidad, llevando su rigor en esto punto hasta dis-
•nguir en toda la oxtonsiiín de su obra con un signoospecial - este 
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modo de relación del que expresa la simple relación de ig^ualdad, 
llegando como incidentalraente á algunas identidades importantes 
de la teoría de los números, así como el primer caso de la ley de re-
currencia, que le ofrece el análisis combinatorio, le conduce no sólo 
á las fórmulas del binomio y del polinomio, sino que además de esta 
última deduce los teoremas de Euler y de Fermat, terminando con 
las propiedades del triángulo arihne'tico (le Pascal y la suma de pilas 
de balas, etc. 

Sigue empleando el método de las identidades, como en la divi
sión, en la extracción de las raíces, determinando los coeficientes su
cesivos y llegando á la let/ de la siKesión de los restos. 

Después de la teoría de los determinantes, donde expone los teo
remas de Vandermonde y de M. Rouché, relativo este último á las 
ecuaciones lineales, hace seguir á los números inconmensurables y 
al cálculo de los radicales la teoría de las expresiones imaginarias, 
con las indicaciones más precisas respecto á su representación geo
métrica, que lleva inmediatamente al teorema de Moivre, á los teore
mas relativos al método y á la condición de divisibilidad de una fun
ción entera por el factor { x—a-'bi). 

A la teoría de las serios hace preceder los principios fundamenta
les de las series recurrentes, y entre los criterios para la convergen
cia de las series presenta el teorema de Raabe, conocido también con 
el nombre do criterio de Duhamel expresado por la fórmula 

"" - . '-
í'n+l l + l ' 

así como el teorema de Gauss. 
En la notable lección dedicada á la transformación de las expre

siones irracionales, que ofrece más desarrollos que los expuestos 
en la generalidad de los tratados de Álgebra, resuelve el problema 
general consistente en hacer racional el denominador de una frac
ción, cuando éste es la suma algébrica de radicales cuadrados, en 
número cualquiera, concluyendo por mostrar cómo, en algunos casos 
sencillos, pueden transformarse expresiones que contienen radicales 
de tercer grado. Así de 

/ 8 8 * \ 

'•^~~1 i — \\&g& á ,r: 
1 + P 

fin la teoría de las fracciones continuas se halla incluido el análi» 
sis indeterminado. 
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Al tratar del número e, M. de Longchamps hace una nueva deduc-
Oi(5n de la serie que lo determina, dando al término complementario 
la forma 

^ (j> + l ) ! /) + l ^ 

A la teoría do las funciones sigue la de las formas cuadráticas, 
donde se trata de la descomposición en sumas de cuadrados de fun
ciones lineales, homogéneas é independientes, teoría enlazada con 
'a« del discriminante y de los invariantes algébricos. 

En la teoría de las ecuaciones expone la nueva demostración de 
"*• Walecki concerniente al número de raíces que admite una ecua
ción entera do grado m, haciendo seguir á los teoremas generales 
sobre las ecuaciones la teoría de las funciones, é incluyendo en ésta 
el principio de continuidad: Sea 

/ ( , r ) = Ao ,r"'+Ai .v'"-' + +Am = o 

'*ia ecuación que admite cierta raíz a con un prado de multiplicidad a; 
"tpongatnos que sus coeficientes sean funciones de parámetros varia-
*fe# t, e 

Si se da á estos parámetros otros t>alores 

< + 5í, 0 + 50 , . . . . 

"* 'coeficientes se reducen á 

A« + 5A„ , Al + oAi , A)H+ ^Am; 

^ ecuación 

F {a-) = (A„ + 5 A„ ) ,»•'« + ( Al + S A, ) " ' + . . . + A„, + S A,„ =o , 

^tnite 1 raices que tienden hacia a cuando 6t, 8 0 . . . . tiemhn Imcia cero. 
Termina la teoría de las ecuaciones en la lección 4()« que trata de 

* resolución algebraica de las ecuaciones de 3.o y 4.» grado, así 
^^mo las nociones sobre las diferenciales y las integrales definidas 
*®Pniinan á su vez con la teoría de las diferencias y de la interpolación. 

I*ero no solamente encontrará el lector en el álgebra de M. Long-
''hamps una obra, donde las teorías estén tratadas con igual rigor y de 
"Da manera completa al mismo tiempo que con cierta originalidad ca
racterística, sino que hallándose una gran parte delamismadestína-

* á, ejercicios y problemas entresacados, ya de obras notables, ya de 
publicaciones periódicas y académicas, encontrará también incluido 

•* ©1 tratado teórico un nuevo tratado práctico á la manera de 
® complemento del primero, como puede verse examinando además 
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de los i'jcrcicios expuestos y desarrollados al íiii de cada leccicín los 
agreg'ados al íinal do la obra, con el propósito d(! identificarse) en lo 
posible con las exi<iencias del programa oficial para el ingreso en 
la Escuela Politécnica de París. 

IxTROnrZIONI AI.T.A O E O M E T R I A ANAI.rTirA 

ron ni, Sn. fí. BATTA(;I.INI, PUOFESSOKK NEI.I.A UxivEnsrrA ni NÁI'OI.I 

La Geometría analítica de ig-ual manera que las demás ramas de 
la ciencia matemática, ha experimentado desde alg'ún tiempo una 
radical transformacirtn en su organismo. El perfeccionamiento de 
liste se impone por efecto del prog-reso continuado en todas direccio
nes, y el molde anti<;i'uo que reducía esta parte de la Matemática al 
estudio de las secciones c(')nicas y de las .sui)erílcies de soíj'undo or
den, mediante el empleo do las coordenadas cartesianas y i)olarcs, 
resulta ya demasiado estrecho para contener el nuevo y abundante 
material que se desborda. 

La teoría de las formas, los nuevos sistemas de coordenada.s, los 
métodos de la Geometría moderna y sus lecunilos principios lian 
entrado de lleno en el nuevo plan. Y esto se observa ya desde las 
primeras páf^inas de la nueva obra (}ut> ha comenzado á publicar el 
ci'lebre g'ei'imctra italiano Sr. Hatlairüni en el Gioriiah'di Miit<'nuitif]i<' 
ftif 11)11) tlfffli stiidenti tldli' lliivci-Küá itn)i<fnt\ 

Por ahora se limita el Sr. HatlaL;liiii á exponer una, Lih'oducción 
á la tteometría analítica que se hallará dividi<la en tres partes, si
guiendo el desarrollo histórico de la ciencia; la primera contendrá la 
Ifeometría analítica tra-fe^iami, dividida á su vez en tres secciones, 
tratando la primera de los puntos, de las rectas, de los {)lanos, do los 
círculos y de las esferas; la sejfunda de las cónicas, ó líneas de 2." 
grado, y la tercera de ios ronicoidet), ó superíicies do 2° jfrado, con 
un apéndice que tratará de la (i«ouietría analítica sobre la superficie 
esférica. 

La segunda parte de la InU'oducción contendrá la Geometría ana* 
lítica proyectiva, en la cual se desarrollará el admirable orj^anismo 
de la Geometría moderna conel método analítico y el empleo do las 
coordenadas proyectivas, desenvolviendo ios principios de la duali
dad y de la honio^rafía, tomando en consideraciém lo.s elementos en 
el infinito díd espacio. Finalmente, en la tercera parte de la Iiilroditc-
cU'm se desarrollará la teoría de la JifjJi-esenUwio» ¡leiriHt'frifa de lux 
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/oriiuis ahjí'hrifii», en lii cual se relacionarán las diversas teorías geo
métricas con las modernas \ fecundas t(H)rías de los invariantes, de 
los covariant(!S y de los contravai'iantes de las formas aljíébricas. 

Al exponer las nociones preliminares acerca del punto y do la 
recta en el plano, principia el Sr. Hattajílini disting'uiendo las rela
ciones mc'triais de las de ponic/óii, y tratando, tanto del sistema de 
puntos en línea recta, determinados por sus almúnas, á partir del ori
gen, como del sistema de rectas perteneciente á un punto de un pla
gio y determinadas por su ÚIKJUIO de dirección relativamente á una 
fecta tomada como orig-en. 

t)eíinidas las coordenadas cartesianas y las polares, y expuesto el 
problema de su (ransformaciim, entra de lleno á (ístablecer las rela-
'^iolies /"undainelitalax entre IOK puntos y las rectas en el plano. 

l'artiendo de que por tros puntos p, pi, p, do un plano se tenga la 
relación 

I h P • P P i = ''•,• /'••, 

llega á la división (innóniea de dos segmentos/>, p^ p'p" y á la defini
ción de los eoii¡ii(f(i los arnuinicos, y haciendo coincidir sucesivamente 
el Origen con el punto medio do uno de los segmentos 6 con uno de 
^os cuatro puntos, obtiene los segmentos en progresión armónica y la 
fórmula 

PJ>2 ^ \PiP Pd> J 

4116 determina el medio armónico p^PiyPj>' y PyP', así como la pro
piedad de que, en una progresión armónica, el producto de los extre-
Wos es igual al producto do su medio aritmético por su medio armó-
'^'eo. Y análogas conclusiones tlediice al considerar un sistema do 
Cuatro rectas concurrentes en un punto de un plano obteniendo, que 

1 
tanjí O 

ó bien 

, 2 \ t angO ' t a n g O V ' 

tangí-iJ-j V 2 t a n g r , r t ang r | r "y 

Oljtieno enseguida el Sr. Battaglini las fórmulas que expresan las 
ordenadas d(> un punto do la rectay;,;;^ ])ara el que las distancias 

^ 1 y/«j so hallan en la razón A-, : k.¡ y las que corresponden á los 
^ pares (p,, p^)^ {p\ p") do conjugados armónicos. 
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Do una manera sc-ncillísiina llega á la ecuaciiín 

I 'í'i Vi 1 I 

de la recta qne pasa por los puntos 77, y p^. así como á las otras ex
presiones de la misma, y como á las expresiones de las rectas R', U" 
conjug'adas arniímicas de las R,, R ,̂ concluyendo el artículo 3." con 
la expresión del área de un polí;:ono por medio de las coordenadas 
de sus vértices. 

El artículo 4.°, titulado QucKtioni (}i>'<v'.ii .oiii piniti, (• .fnlle rfüe nd 
piano, no terminado en las primeras padrinas hasta ahora dadas á la 
publicidad por el Sr. Hatta<rlini, reviste excepcional importancia. 

Suponiendo una recta R expresada bajo la forma normal y un sis
tema de puntos ;>|, p.¿, ... )>i... • situados en el plano de aquélla, cada 
uno con un coeliciente adjunto k-;, determina el centro de las disfun-
t'¿(T» medMí, y enuncia el teíjrema relativo á la fuann de 1»^ momi'ntos 
de un sistema de puntos respecto á una recta; y ense<ruida, atento 
por lo que se ve á seiruir desenvolviendo por todo el concepto de la 
dualidad, considera también varias rectas H,, R . , . . . R;, . . . y un pun
to 7> en un plano, definiendo análogamente el eje de lan (lint(tnein/> me
dias, y enunciando la proposiciíin concerniente á la suma de los mo
mentos de un sistema de coeficientes adjuntos á las rectas R; de 
un plano respecto del punto p. 

Considerando enseíiuida los se<rmentos (a;,hi) y ('/,/>) inter
ceptados por las rectas R; y la recta R en los ejes de coordenadas, 
lleija á las ecuaciones que determinan los eenfrn.i de 1(IK medin/i armó-
nieas de los sistemas de puntos de interseeei<tn con diclios ejes, res
pecto al origen O, centros (jue se transforman i-n los de las distan
cias medias cuando el punto O se halla en el infinito. 

Partiendo, en fin, de la ecuación que expresa el eje de las medias 
armónicas, y suponiendo que todas las rectas R/ concurren en un 
punto po, en cada una de las cuales se fija, á su vez, un punto pi, de
duce que al girar las rectas alrededor de los puntf)s fijos p¡, cuando 
el punió Po recorre una recta trazada por <d origen, el eje de las'me-
dias armónicas del sistema, respecto al origen, girará alrededor del 
punto fijo, y pasará tainliii'U ¡xa-y;„. 

Considei'a después tres pares de ri'cta.<. y deduce, liaeiimdo co
rresponder los lados de los dos triángulos que determinan que "si 
los puntos de encuentro de los pares de lados correspondientes se 
hallan en línea recta, las que unen los tres pares de Vfírtices {p^', ;>,'), 



Jií. l'FOGRKSO MATKMÁTICO 115 

(í'i') Pj'), (/>3', z-»;,') concurren en un punto p, siendo aquella recta R y 
este punto p el fje y el centro de homología de los dos triáng-ulos. 

Además, ,v/ los piiiiton de interwcción de los pares de los lados corres
pondientes lie itn polt'i/ono se hallan en línea recta, y las rectas tjue unen 
'^'^^ pares de sus puntos correspondientes, excepto una, concurren, en un 
punto, tainlñen la recta que une el par restante de vértices, pasará por 
^l mismo punto, y uieeversa. 

Estas indicaciones sobre lo publicado de la obra del Sr. Batta-
S'ini, son más que suücientes para dejar establecida la im portancia 
y la novedad que ha de tener para los aficionados á la Geometría el 
tratado destinado á la enseñanza de esta ciencia por el ilustre direc-
'Oî  del Giornale di Matematiclte que, tanto cu las páfíinas de éste, 
desde el año ISBÍl, como en otras publicaciones ó revistas lia contri
buido al prof^reso de la enseñanza y de la ciencia geométrica desdo 
todos sus puntos de vista, según los que pueda ser considerada. 

* * 

CA'KSO I)K A N A I , Y S K INFINITKSIMAI, 

PÜR p . CrOMKS T K I X K I H A , D I H E C T O U DA AcADKMIA PuIA'TECHNICA OU POUTÜ 
C i*." t'flii;íin, Í800. J tomo en -í.'» :!.')(! ptvjina») 

Nada dice al lector el título de una obra destinada á la enseñanza 
cuando éste es común al de las (|ue incesantemente aparecen con el 
"iismo fin, y sobre todo cuando muciías de (días son frecuentemente 
sustituíbles entr»! sí por la semejanza en el plan y en el modo de ser 
^ste desarrollado. 

No pertenece á este género la obra del Sr. Gomes Teixeira, ya 
conocido en el mundo científico por sus numerosos trabajos sobre el 
análisis matemático, pues al escribir un libro para la enseñanza, lo 
ha hecho transmitiendo al mismo su criterio personal, ideas propias 
'lue ha elaborado dándolas á conocer en diversas ocasiones. De ma-
"eraqiie, además d(í lo que aprenda el alumno en un curso ordinario 
do Análisis infinitesimal, puedo adquirir en el libro del Sr. Gonn\s 
Teixeira muchas ideas de detalle acerca del sutilísimo concepto de la 
'Continuidad y de los infinitos, omitidos ó incompletamente expuestos 
^1 otros libros. 

Precede á la obra una Introducción donde se trata de los números 
"''"a-'ionaleg, negativos é imaginarios y de las reglas para su cálculo, 
*sf como se exponen después los principios generales de la teoría do 
'*s funciones. 

í^iendo imposible, ó al menos muy difícil, discernir actualmente 
^ quo hay exclusivamente propio eu cada autor y lo que pertenyce 
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á esta acción continua y freneral que prosisfiie la Humanidad en su 
progreso, y que se suma constantemente formando síntesis cada vez 
más vastas y perfectas, el mi-rito <!e un autor d(! cual(|uier obra des
tinada á la enseñanza, estriba en el talento con que ha eleijido lo más 
notable, tanto en conceptos como en procedimientos y en el modo do 
unir estos materiales extraños á aquéllo que es fruto de sus propias 
investigaciones y caracteriza su individualidad científica. 

Esto se observa en la obra del Sr. (Jomes Teixeira. 
Al principiar su obra por la exposición de las operaciones de la 

Aritmética y del Algcbrn. enumera las b-yes fundamentali;s d(̂  cada 
una, según costumbre ya corriente en las obras más correctas. 

Al tratar de los números irracionales, lleva á la exposicié)n (|U ; 
hace alf^o de lo que con más detalle y con distinto propósito so halla 
en las obras de Dedekind y Tannery. 

Al ocuparse de la noción de lím¡ti\ reduce la cuestión de la exis
tencia de límite para una cantidad varial)l(' á averii>'uar si cierta can
tidad tiende ó no hacia cero, sejiún un teorema im¡)ortanti' de Cauchy-

En la exposición de las series hace referencia á importantes obser
vaciones publicadas en el .Tournal <h' Sñcndají mathenvUlcaK debidas 
á los Sres. Lerch, Oesáro. (iützmer y Weyr. dando á conocer un teo
rema debido á M. Jensen '" , terminando con las consirieraciones más 
precisas relativas a,] círculo df roni'erffenriit, á las si'rii-H mii/armente 
convergentes en una área ó en un intervalo dado y á ¡a serie /lipcrr/eo-
mc'trica, y completando estas nociones con las correspondientes á los 
productos infinitos y á las fracciones continuas. 

Para el estudio general de las funciones hace preceder el teorema 
del Sr. Weierstrass acerca de los valores de una funcifm correspon
dientes á los de la variable comprendidos entre dos números A y M, 
desarrollando con especial cuidado lo concerniente á la continuidad 
de la función, que extiendo al caso do ser ésta continua en el punto 
(a, h, c,....), y termina la Introducción con las funciones expomm-
cial, logarítmica, circulares directas é inversas é hiperbólicas. 

El capítulo I del cálculo diferencial está dedicado á las nociones 
de infinitamente pequeño y de derivada, fijándose tanto en el caso en 
que ésta es determinada como en el caso contrario y en la importan
te circunstancia de que una función continua pueda no tener deriva
da, pasando á su expresión mediante la relación de dos infinitamente 
pequeños. 

Los artículos dedicados á las relaciones entre las funciones v sus 

(1) C'intplet rendiit ,U t Aaidcmie (le Sciettca de Parú, ItfW 
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derivadas, á las fimcionos do muchas variables y al de las derivadas 
de las fuaciones de variables iinaííinarias y el de las funciones im
plícitas son notables por la claridad y sencillez con que al alumno 
Se ofrecen estos difíciles puntos de la asi^i'natura, y especialmente el 
ultimo on ([lie se trata de Jas ecuaciones de derivailas parciales, y 
Que termina con los teoremas que establecen las condiciones faenera-
Íes para la existencia do la derivada d(,' las funciones implícitas, con
duciendo en fin, á las derivadas do determinantes y á los determi
nantes funcionales. 

I)espnés de exponer en el capítulo III las aplicaciones geométri
cas que Hopean al estudio de las curvas en el espacio, las superficies, 
las curvas y superficies envolventes, on el capítulo I\^ encuentra el 
lector un importante cuerpo de doctrina que so refiere á multitud de 
trabajos recientes de diversos matemáticos de la actualidad, sobre las 
derivadas y diferenciales de orden cualquiera. 

Comienza esto capítulo por la ileducciiín de la formula do Leibnitz, 
extendida al caso de la funcirtn y = ?(, ?f¿ . . . (Í,„. 

El caso de ser y^tOO, u—-f(x), lleva al Sr. Gomes Teixeira 
a desarrollos enlazados con sus notables artículos Sur les dérivées 
(l'ordre qiielconqiu- <•' Uebev eincn Satz der Zahlentheorh' (2) y á im
portantes observaciones dependientes do la teoría do las combina-
ííiones. 

Para el caso en que 

y =/(^«1. "i , • • . , "f y>> ",=•'-', (O' iii = x., (,r),..., ui = .VI (x). 

sigue el procedimiento empleado en un artículo publicado en el 
tomo XVIII del Giornalc di Matt-matiche, y hace referencias al artículo 
publicado por el Sr. üliveira Hamos en el Jornal de Sciencias Mathe-
»uitirii8 (' AKtroui'iinica-i (tomo Vil). 

Al ti'atar de los núini'ri)s dĉ  BornouUi también hace referencia el 
^̂ P- («ornes Teixeira á otro artículo publicado en Aincrknn Journal of 
^oUu'iimtks (Haltimore, tomo Vil), y obtiene además una nueva fór
mula para calcular estos números. Demuestra asimismo la formula 
de Wariny-, seji-iin lo hizo en el tomo VII de los Noucelk'x Aúnales des 
'nathéinatiijuex (̂ .'i.» serie), y también reproduce otro artículo suyo pu-
Wicado en esto peri(')dioo concerniente á las relaciones entre las fun
dones y sus derivadas. 

^in detenernos en estos puntos que revelan la novedad de log 

(') (Iktriinh ili Mntiiii'ili'lie de KaltnK'i'ii. vul. XIII, 

'2) Arch'iv del- ífathvmnlil: nml Vh'islk (1885) Lcipzi|f. 
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desarrollos debidos al Sr. Oomes Teixeira, como demostración del 
teorema do Eisenstein, el análisis que hace del problema de la inter-
polaciiin y otros .asuntos presentados con la oriífinalidad que; predo
mina en toda la obra, haremos especial mencidn de las materias con
tenidas en los últimos capítulos de (5sta, dedicados á las funciones 
definidas por series, á las singularidades de las funciones y alas fun
ciones de varibles imaginarias. 

Después de tratar de las fnnciones discontinuas en puntos aislados 
expone el principio fundamental del método de la condi'nnación de las 
sinffulftridade» debido á Hankel, seu'un exposición hecha por el se
ñor Dini en sus Fundamenti per la teor/'a delle funcione di variabili 
reali, es decir, el método por el que, partiendo de una función con 
un número limitado de sing-ularidades se forma una función con in
finitas sing-ularldades. Presenta un ejemplo debido al Sr. Weierstrass 
de una función continua que no tiene derivada, haciendo también 
referencia á otros ejemplos contenidos en la Mñnoire sus les fonctions 
discontinúes de M. Darboux. 

En cuanto á las funciones de variables imaginarias, principia por 
definir la función monotjena ó analítica de z en todo el plano, donde 
hace referencia el Sr. (lomes Teixeira á su artículo sobre \&3 funcio
nes con esparios larjunarcs y á resultados debidos á los Sres. Lerch, 
Tannery y Schróder. Expone una importante fórmula debida á M. Dar
boux, en el caso de extenderse la fórmula de Taylor á las funciones 
de variables imaginarias y la demostración que de ella dio M. Man
sión en el Bulh'tin de I' Acadeinie de Jielfjií¡in>. Dá á conocer otra de
mostración del matemático alemán Sr. Weierstrass sobre el desarro-
de las funciones en series. Pasa después á tratar de las funciones 
reculares en un punto z„ y en todo el pinino. I'ara desarrollar esta cues
tión hace notar que Euler, Caucliy, üauss, etc., obtuvieron en ciertos 
casos particulares la expresión de las funciones trascendentes enteras 
por un producto de factores que hacen explícitas sus raices, y observa 
que este notable resultado ha sido completamente establecido por el 
eminente geómetra de Merlin Sr. Weierstrass en el teorema siguiente; 

Dada una serie de cantidades o , a, , â  , . . . . , â  , . . . . colocadas 
según el orden creciente de sus módulos y que satisfacen á la condición 

rtc I = X, se puede construir una función trascendente entera por 

medio de la fórmula 

(1) f{z)=z II 1 1 \ *i , bf = i. f \ ) , 
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c.uyaíi raíces son o , a, , a.j , . . . . , ac, . . . . , 1/ cuyos gi'ados respec
tivos de multiplicidad son no , n, , . . . . , nc , . . . . 

Recíprocainento, si fi (z) representa una /unción entera criyas raíces 
son o , a, , â  , . . . . , a,. , . . . . .(/ los grados respectiros de multipli
cidad rio , n, , . . . . , lio, . . . . , esta función puede dcscotnponerse en 
factores que hacen explícitas estas raíces^ por medio de la fórmula 

(1) /i(.) = .'f̂ ~%"" n fi-—Y'""^'^". 

en la, que f (z) representa una función entera, 
y á continiiacii'in de este tooreina expone el K:'. (i()inez Teixeira la 
fleinostración debida al proCesor do la Universidad de Stokolmo se
ñor Mitlafr-Lelíler. 

Después do tratar de las fiHicionos uniformes rofifulares enteras, 
examina el Sr. Gomes Tei.xeira las no enteras que son rof^ulares en 
todos los puntos del plano, excepto en los puntos aislados «, , a .j, 
• • . . , ac , . . . . , llamados por (d Sr. \\ 'eirstrass polos cuando m es 
ihúU) y puntos siagularcs esenciales, cuando m es infinito. Y termina 
su tratado de cálculo dilerííncial con el teorema del Sr. Mittafj'-Lefíler, 
por el <iue este matemático extendió al caso de tener una función in
finitos polos y puntos siufíulares esenciales, la descomposición esta
blecida por el Sr. Weierslrass eii (d caso de ser finito este númercv 

Tal es el resumen de lo contenido en la obra del Sr. Oomes Tei
xeira, obra á la par que elemental y r igurosa muy adecuada para 
iniciar á cuantos la estudien en los progresos más recientes del aná
lisis, y en las más variadas cuestiones tratadas en la actualidad por 
los más distinguidos analistas contemporáneos, de cuyos trabajos é 
intorvenci()n en los últimos perfeccionamientos de este ramo de la 
Matemática pone al corriente la portentosa erudición del Sr. Gomes 
Teixeira. 

Z. O. 1)K GALDEANO 

VARIEDADES 

J'Jl círculo m'ttcinítico de Paleruio. En todas las naciones cultas 
Van multiplicándose y adcpiiriendo importancia las asociaciones 
científicas cuyo principal objeto es ol desarrollo é incremento do tal 
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6 cual ciencia. El círculu niatemáticu de i'alcrino, quo cuenta ya más 
de cuatro años do existencia, teniendo entre sus socios las celebrida
des matemáticas de Italia y alj^unas del extranjero, llena estos fines 
del progreso con respecto á las ciencias matemáticas, principalmente 
por medio de sesiones quincenales, por la publicaciiín del periódico 
Rendiconti del circolo matemático di Palfrtiw, donde se dan á conocer 
los extractos verbales de las sesiones, las Notas ó Memorias orif^ina-
les comunicadas por los socios y aprobadas por la Comisión de re
dacción y el bíjjetíii biblioí^ráílco de producciones nacionales y ex
tranjeras, y en íln, por medio de su biblioteca constantemente acre
centada, ya mediante el cambio con otras publicaciones científicas 
nacionales y del extranjero, ya con obras ajJquiridas ó recibidas 
como donativo. 

En los dos primeros fascículos correspondientes á este año so 
hallan publicados los sicruientes artículos: Sur mu mc'thode jyovr re-
pré^enter dans le plan leu Kolides hoiiMi/rui's a n diniennioiis par M. lo 
Dr. V. Schlegel. — Intorno alia repprenenUtzione ddle fornie hinarie 
cubiche e biqíiadratiche «idla cubica gobba, nota 1." di L. Herzolari, in 
Pavia. — Sidl entensione dclla li'f/i/e di Xi'wton ai sistcmi stellari bina-
rii, nota di Francesco Porro, in Torino. — Snl moto brachistommot 
nota di O. Pennacliietti, in Oatania. — liecue aanaelle d' Anali/DC, par 
M. Emile Picard, á París, 

D. Cecilio Pnjazón. Hace poco más de un mes falleció víctima de 
una pulmonía el ilustrado marino, director del Observatorio astronií-
mico de San Fernando, socio corresponsal de la Academia de cien
cias de Madrid, D. Cecilio Pujazon, que con su actividad y trabajos 
de varia índole, contribuyó á acreditar tan renombrado Estableci
miento, ocupándose últimamente en la colosal empresa que prosi
guen hoy todos los observatorios, á saber, la obtención de la carta 
fotográfica del cielo, como monumento científico que el siglo XIX 
legará a las generaciones venideras. 

Sentimos, por falta de noticias detalladas, no poder actualmente 
unir al recuerdo del ilustre marino y colaborador de Er- PHOOIÍK.SO 

MATEMÁTICO, la relación de los trabajos (jue se deben á su asiduidad 
y talento. 

Zarag'oza. - Imprenta ilp ('. Ariúu, Cciífo, tWl, bajan 


