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LES CUBIQUES UNICURSALES 
PAR 

M. GOHIERRE de LONGCHAMPS, 

Profcsseur de Mathémaliques spéciales au lycéc Saint-Louis 

M. Zahradnik ('), !c premier, cro\ons-nous, a observe que les cubi
ques unicursales. caractérisées par un point double, pcurcntétrc considé-
rées commc des cissdidcs, et se déduire des coniqucs, comme la cissoi'de 
ordinairc se deduit du ceiclc. Dans un précédent article ("), nousavons 
montré que la strophoide, la lemniscale deBcinoulli, les conchoiJes, peu-
vent étre engendrées á la facón de la cissoi'de, et nous avons nommé 
cotichoidales, les courbes qui se construisent, point par point, par une 
loigéométrique, que nous avons donncj . En adoptant ce langage on 
pourrait done diré que les cubiques unicui.s.i!es sonl Jes conchoidales, si 
le théoréme de M. Z;ihradnik ne soulfrait une exception, comme nous 
allons le montrer. 

1. Considcrons une cubique unicursale; prcnons son point double 
pour origine des coordonnées: l'équation de la courbe est 

D Archiva de Grunerl, t. lA'I, pp. 6-10.—A'OBUIÍC CorresfunduHce, t. I, p. 88. 
(") Nouvclle CorrafoníUnec, 1. V, p. 115, 
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ttixy) — <it(xy) == o, 

fj et (p, désignant des fonctions homonogénes, respectivement du troi-
siéme et du deuxiéme degré. La droite représentée par 

y = /x 

coupe ia courbe en un point dont l'abscissc est 

L'équation <Pj(/) = o a toujours une racine réelle, 9; done 

"PaíO = ('-») (A/' -4- B/ + C); 

et la fraction rationnelle, —, peut se décomposer en fractions simples, 

de telle sorte que 

^ ~ Ai '4- B/4-C / — e ^" 

si 6 n'est pas racine de Téquation 

A/'•+• B/4-C = O; (2) 

cas particulier que nous cxamincrons toutarheure. Si nous construi-
sons la droite M et la conique M', ayant pour cquatif)ns'. 

my -Jrnx = Av' + B.vj' •+• C.v'; 

une droite, menee par l'origine O, rencontrera la droite M en A, la co
nique M' en B, la cubique en C; done, d'apiés l'équation (i), 

OC = OB — OA = BAi 



EL PROGRESO MATEMÁtlCO 51 

ce qui demontre, dans le cas general, le théoréme de M. Zahradnik. 

8. Supposons, maintenant, que O soit racine de l'équation (2): deux 
cas sont á distinguer dans cette hypothése, parce que 6 peut étre raci
ne simple cu racine double. 

Si 9 est racine simple, on peut poser 

et, par suite. 

?3W = (/-e)MAí-f-B), 

ti{(] mi-hn 
?3W (t—^Y At+B 

Le raisonnement que nous avons fait précédemment s'applique en
cere á ce cas particulier, avec eette circonstance, que la conique, qui 
sert á engendrer la cubique, á la fagon des conchoídales est une pa
rábale. 

Mais il n'en est plus de m6mc dans la seconde hypothése. On a, 
dans, ce cas, 

?3(/) = A ( / - 6 n 

et, par suite, 

<p,(/) m n 

?aW (t-W U - e r 
P 

(i - 0) 

«1 étant, comme on le sait, différeni de zéro. II est done impossible de 
mettre, dans ce cas singulier, la valeur de x sous la forme (1), condi-
tion nécessaire pour qu'on puisse conclure le théoréme qui nous 
occupe. 

3. D'aprés cela: loutes les cubiques iinkursales sont des conchoídales de 
coniques, excepté celles qui admettent la droite de t'infini pour asymptote 
triple. En se reportant á l'analyse de M, Zahradnik, il est facile de re-
connaitre qu'elle est en dcfaut dans le cas particulier signalé, Pour 
identifier, en effet, comme le veut cette démonstration ('), les deuj; 
équations 

O Loe. cit. 
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(ax* •+- bxy + cy') [mx + ny -i-p) — {mx 4- ny) {dx + ey) = o, (A) 

a,.x' + b^xy 4- c^xy* + d,y^ + c,-v' -hf,xy + gj' = o, (B) 

dans le cas oú (13) est de la forme 

(.X 4- hf -\- <f.(.x7) = o, 

on devrait avoir, 

[ax^ -H hxy + cy^) {mx + ny) = {ix + pjf; 

par conséquent 

¥ "" é' 

et l'équation (A) serait décomposable, l'un des facteurs étant 

mx -i-ny = o. 

11 est done impossible d'identiíier la cubique donnéc (B) avec (A). 

4. Nous avons indiqué, dans Tarticle cité, une construction qui 
permet de tracería tangente en un pointquelconqued'uneconchoídale. 
II resulte, de cette remarque et de ce qui precede, qu'on pourra, par 
une regle trés-simple, construiré la tangente en un point pris sur une 
cubique unicursale. 

c.Ayaní pris le point double O, pour origine des coordonnés, on conslruil 
h droile M el la coniqíte M', déduites de l'équation proposée, comme il a 
élÉ dit plus haul. Par O, on Jait passer une droile rencontranl la droile M 
et la conique M', respectivemcnt auxpoints A et B; on prend OC = AB: lé 
point C esl un poinl de la cubique. 

Pour avoir la tangente en ce point, on méne la tangente á l'ellipse, au 
point B, jusqu' á sa rencontre en M avec la droile M; on prend BN = BM: 
NC esl la tangente cherchóe(lám. II, fig. i.'). 

Les tangentes au point double s'obtiennent d'ailleurs en joignant ce-
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lui-ci aux points de rencontre de M et deM' . Les points decontact des 
tangentes paralléles á rasymptote s'obtiennent en joignant le point 
double aux points de contact des tangentes á M', paralléles á M, et 
prenanl, sur ees rayóos vectcurs, par la construction ordinaire, les 
points de la cubique. 

5. La construction des cubiques unicursalcs, point par point, et 
celle de la tangente en un point pris sur la courbe, dépendcnt de la 
connaissance d'une droite et d'une conique, préalablcment détcrmi-
nées. II est facile de voir qu'elles sont vtdépendantes diichoix des axes (lá
mina 11, fig. 2.*). 

Soient : O le point double de la cubique proposée, C la conique, 
AB la droite que Ton déduit de l'équation de celle-lá, comme nous 
l'avons expliqué. Mcnons, en O, la tangente á C,et prenons OE = OD : E 
est un point de la cubique. Menons, par le point E, une paralléle A'B' 
áAB. Nousallons montrer que A'B' est une des asymptotcs de la 
courbe : il n'y a pas d'autre asymptotc récUc si, comme nous le suppo-
sons pour fixcr les idees, la conique C est une ellipse. 

Ayant mené, par le point O, une droite quclconquc; ayant pris, 
comme l'indique la figure, OG = FB, le point G est sur la cubique; 
abaissons les perpendiculaircs GA, 0 0 ' , VV sur Ali; GA' sur A'D'. 
Nous aurons 

GA' = 0 0 ' - FF' . 

Si le point B s'éloigne á l'infini sur AB, F'F'a pour limite OO'; 
done 

lim GA' = O : 

A'B' est une asymptote. Ainsi, la droilc AB est paralléle á l'asymplole 
A'B', et le point double de la cubique est á égale distance de ees deux 
dr cites. 

La droite AB étant ainsi déterminée et la cubique étantdonnée, on 
pourra construiré, point par point, la conique C, laquelle est done elle-
méme déterminée. 

Nous feronsobscrver, en terminant, que cesconsidéralions s'appli-
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quent généralement aux courbes unicursales de degré quelconque, 
courbes de degré m, ayant un point múltiple d'ordre (m — i). Par 
exemple les quartiques unicursales peuvent, en general, et sauf des 
exceptions fáciles á formuler, se déduire de dcux coniques, á la ma
niere des conchoidales. 

LA EVOLUCIÓN DE LA GEOMETRÍA PROYECTIVA 

(CONTINUACIÓN) 

En estas consideraciones fundó Brianchon la teoría de los polos, 
que desarrolló (según indica en una nota de la memoria que estamos 
diseñando) en el cuaderno 13 del Journal de l'&cole Polycienique, 1806. 
Suponiendo dos triángulos abe y ABC tales, que uniendo los vértices 
ayA, byB, cyC sus intersecciones concurran en un punto S; para 
demostrar que las intersecciones de ab y AB, he y BC, ac y AC concu
rren en los puntos P, R, Q, situados en línea recta (lám. I, fig. 2), le 
basta la consideración del exágono Mb[i\cC.\f (M y .V son las inter
secciones de AC y ab, de AB y ac prolongadas) (') pues encontrándose 
Mb y Nc, bB y cC, BX y C\í en los puntos a, S, A, que por hipótesis 
están en l'nea recta, también el exágono SíhcSBCM (") tendrá la mis
ma propiedad, es decir, que las intersecciones P, R y Q de los lados 
Mb y NB, be y BC; c.V y CM también estarán en línea recta, y la co
rrelación de los dos exágonos establece la propiedad reciproca, de 
manera que: euando dos triángulos se hallan colocados de modo que com
binando cada lado del primero con los del segundo para obtener sus puntos 
de intersección, estos se encu:nlran en una alineación, si se unen con rectas, 
dos á dos, los véi tices opuestos d los lados asi combinados, y en el mismo 
orden, dichas rectas, en número de tres, concurrirán en im punto. 

También, como observa Brianchon, las rectas trazadas desde un 
punto á los vértices de un triángulo situado en el mismo plano per-

(') Para sencillez, siguiendo el orden de las letras, podenr s llamar á los lados Afi, hB, etcé
tera, 1, 2, etc., y los lados W> y JV; serán 1 y 4, ele. 

(") En este caso ¡ib y NB qac se encuentran en P son los lados 1 y 1, ŵ y DC son ayo , cS y CV 
(on 8 y S. 
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miten representar un cuadrilátero con sus diagonales, determinando 
este sistema sobre una transversal arbitraria seis puntos ligados por 
las siete relaciones fundamentales, y al deformarse el triángulo de mo
do que cinco de estos puntos queden fijos, el sexto no cambiará de si
tuación. 

Cuando los puntos X éY, asi como los U y Z del cuadrilátero arri
ba considerado se reúnen en uno solo, (lám. I, figs. i y 5) las siete re
laciones se reducen á cuatro, coincidiendo los puntos C y D áe, la 
figura primitiva, en la que el cuadrilátero UZYX ha desaparecido, 
obteniéndose un triángulo circunscrito THE tangente en U y X,y re
sulta que: SÍ se deforma una cónica sujeta a pasar por dos punios conoci
dos (A. B) (lám. I, fig. 5) jv á iflcar á las dos recias (TU. TX) dadas en po
sición, la cuerda de contacto (UX) girará sobre un punto fijo C. 

Además, (lám. I, fig. 5) este punto fijo se halla determinado por di
chas ecuaciones, que son de segundo grado y dan dos puntos C, /f, 

EC FC AC BC 
ligados por la proporción - ^ = - ^ ó —^ == —— (cuando el punto 

KsQ halla en el interior de la cuerda AB, se obtiene por la intersección 
de ésta con la cuerda UV que une el punto de contacto Í7al Vdel 
triángulo circunscrito THE). Pero si se hace ahora variar las dos tan
gentes que pasan por los puntos E y F, girando alrededor de éstos, 
las ecuaciones no variarán, ni por consiguiente los puntos C y K, y 
entonces todas las cónicas obtenidas sobre la cuerda AB forman dos 
sistemas distintos, de modo que en el primero, las cuerdas de los 
contactos oscilan alrededor del punto C y en el segundo, alrededor del 
punto K (ñgs. 5 y 6). Teniendo, pues, en una recta los cuatro puntos 
A, B. E, F, (figs. 6 y 7) y los dos puntos de construcción C, K deter
minados por las fórmulas fundamentales, si se tragan desde ios pun
tos E, F pares de tangentes que tocan á la curva en pares de puntos 
Xy V, U y W, las cuerdas de contacto UX y VWse cruzarán en uno 
de los puntos C, Ky las otras dos UV y XW en el otrt). Estos dos pa
res de tangentes forman un cuadrilátero completo cuyas tres diago
nales se cortan en C, K, c, puntos de los cuales solo el c varía con la 
curva, y se encuentra en la intersección de las cuerdas de contacto 
UW y XV. Si ahora suponemos fijos los dos pares de tangentes, (figu
ras 6 y 7) y deformamos la curva de manera que permanezca tangen
te á aquéllas, los dos pnntos .4, B, variarán conservando la relacióa 
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anteriormente establecida, y las seis cuerdas de contacto 
AK BK 
UX, VW, etc., girarán dos á dos alrededor de los tres puntos fijos 
C, K, c determinados por las tres diagonales del cuadrilátero circuns
crito. Pero en virtud de la teoría de los polos, en un cuadrilátero ins
crito UXVW cada, uno de los puntos C, K, c, es el polo de la recta que 
une los otros dos; luego en todo ciiadrilitero completo circunscrito á una 
cónica, cada una de las tres diagonales, es la polar del punto de intersección 
de las otras. 

Esto conduce inmediatamente á la determinación de las cónicas 
por medio de la regla ó alineaciones, según el proposito de Brianchón, 
en su célebre Memoria, que es un hermoso ejemplar de la geometría 
de la regla, pues si las tres diagonales del cuadrilátero circunscrito 
se encuentran en C, K y c (íig. 81, y se traza una cuerda ux que tienda 
hacia uno de éstos C, y por los extremos u, x se trazan á uno de los 
polos X, por ejemplo, rectas, que encontraran á la curva en los puntos 
u, w respectivamente, los tres puntos C, V, 11'se hallarán alineados, y 
las rectas uw, xu concurrirán en el tercer polo c. 

Ahora, determinando los cuatro puntos u, x, v, ?;' seis cuerdas que 
tienden, dos á dos, hacia uno de los tres puntos fijos C, A.', c, en virtud 
de la propiedad de los polos, cada una, ux, de estas cuerdas se hallará 
dividida armónicamente por su punto C y por la polar A'c, de manera 
que las dos rectas trazadas desde los puntos u, x á los extremos de 
una de las diagonales que concurren en C, se cortaran en A'c, y cono
ciendo uno solo de los cuatro puntos u, x, r, TP, se determinarán los 
otros tres por simples intersecciones de lineas rectas. 

Por otra parte, si por ejemplo H coincide con uno de los puntos B 
en que la curva está cortada por una de los tres diagonales del cuadri
látero completo, el punto TO concurrirá también con ¡i, y x, v se con
fundirán con el segundo punto A en que ésta diagonal corta á la sec
ción cónica, cruzándose las tangentes en B y A en el punto c de inter
sección de las oteas diagonales. En íin, si se deforma una cónica sujeta 
á tocar cuatro rectas cualesquiera, las seis cuerdas de contacto, varían 
girando dos á dos sobre los tres puntos fijos determinados por las in
tersecciones de las diagonales del cuadrilátero completo que forman 
los cuatro tangentes dadas; luego, si por una condición cualquiera, 
una sola de estas seis cuerdas se hubiese lijado, las demás también lo 
estarían, obteniéndose los cuatro puntos de contacto por simples in-
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terseccioncs de lineas rectas, como sucedería en el problema: inscribir 
en un cuadrilátero dado una cónica tal, que la cuerda de contacto de dos 
lados determinados, pase por un punto conocido, problema que se cons
truye con la regla solamente. 

No vamos á enunciar la serie de problemas que se resuelven en la 
Memoria de Brianchón, como por ejemplo, describir una cónica de la 
que se conocen cinco puntos, cuya solución se halla basada en las ecua
ciones fundamentales; circunscribir á un pentágono dado una cónica, cu
ya solución se funda en determinar un sexto punto por medio del 
exágono inscrito. Lo indicado basta para formarse idea de la impor
tancia que tiene esta breve síntesis hecha con elegancia y unidad de 
método de la doctrina desenvuelta hoy en los tratados llamados de 
Geometría moderna, proyectiva ó superior, y tendrá mayor impor
tancia para nosotros por cuanto esta Memoria va á presentársenos co
mo el germen sobre el que se han desenvuelto los trabajos más impor
tantes de los geómetras á quienes se debe la evolución realizada en 
esta rama de la Matemática, durante la primera mitad de este siglo. 
Y con frecuencia será necesario el recordar algunas de estas páginas, 
al dar idea de vastísimos desarrollos fundados en los solos principios 
que guiaron á Brianchón, no sin manifestar que además de esta céle
bre Memoria, debe citarse como otro timbre de gloria para este escla
recido geómetra, á saber, su importante trabajo insertado en el cua
derno XII del Journal de l'Scole l^olytecniquc, donde estableció, basán
dose en el principio de Pascal, toda la teoría de los polos y de las 
polares de las secciones cónicas. 

(Se continuará). 

ALGEBRA AN ELEMENTARY TEXT-BOOK 

by G. Chrystal, profesor in the University of Edinburgh 

(CONTINUACIÓN) 

Después de exponer las transformaciones fundamentales de las 
funciones enteras, para llevar más adelante los procedimientos com-
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binatorios del cálculo algébrico, tiene que establecer nuevos conceptos, 
que definir nuevas entidades, como son los números negativos, irra
cionales é imaginarios. Los primeros son múltiplos positivos ó nega
tivos de I; los segundos, que poseen una existencia actual no siendo 
susceptibles de representarse exactamente por ninguna expresión 
aritmética, y en cuanto á los últimos, para que subsista la generalidad 
de las operaciones algébricas, es preciso introducir una unidad ideal i 
definida por la expresión i ' = — i, y estas nuevas cantidades, añade, co
mo las demás deben sujetarse á todas las leyes ordinarias del Algebra, 
ya combinadas entre si ó con cantidades reales. 

En la teoría de las expresiones irracionales es de gran importancia 
la determinación de los factores que las hacen racionales, y éstos (ra-
lionalising factors) son objeto de un capítulo á ellos exclusivamente 
destinado. 

En el caso de la expresión binomia 

ap 'ibq"^ , 

si m es el mínimo común múltipo de 7 y S, el factor que la hace ra
cional es 

xm-i_j_xm-Jy_)_ .^xy^-'-t-y" (siendo x=ap 7 , y==bq 8 / 

Si la expresión irracional es I=s/p-f->/q4-'/i', el factor que la hace 
racional es 

jP+q—r—2v/pq| (v/p-l->/q-t-v^r) 

En cuanto á la forma de las funciones enteras, puede ser expresada 
por la suma de un término racional y múltiplos racionales de \/p, v'q, v^r, 
y por sus productos v/(pq), \/(pr), N/(pqr), etc. 

En general: Toda Junción entera de p 'n puede reducirse á la forma 

1/ «/ (n-*W 

A.+A,p '°+A,p '°-í-...-^A„_.p^ ' ' ° , 

en la que A,, A^,... A^-, son racionales. 
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Toda Junción entera de p '», puede reducirse á lajortna 

A„+A,p'"4-A,p'"+...-+-A„-,p^ " ° , 

en la que A^, A,,... A„_, son racionales respecto á p '». 

Toda función entera de pt''i, q /nij r /^, puede expresarse como una 
función lineal de • 

pVl Vi J-')\'¡mVm (" - 'Vm. Vn Vn (""'Vn _ 
y t P 1 ••- .? , q , q , . - . , q i^ i f > •••> r , e tc . 

y de los productos de estas cantidades, siendo racionales los coeficientes res
pecto de p 1, q /m, r In , etc. 

Además, siempre puede obtenerse un factor que haga racional la ex
presión 

A„+A, p '"+A,p ' ' "4- . . .+A„- , p^°~')^" , 

Asi, para el caso n=3, ó P=Ao+A,p ^ +A5P <* ,sc tiene 

— — JL 1. JL J. 
p8PspA,+A„p8-(-A,p» y p 8 P = pA,H-pA,p8-f-A„p8, 

j_ ^ 
sustituyendo en los segundos miembros x por p 8 , y por p 8 , elimi
nando después X é y en las tres ecuaciones obtenidas, y después sa
cando P como lactor de los términos que multiplica, el cual es el fac
tor buscado, 

_1_ _2_ 

(A,»-pA,A,)-f (pA,^-A„A,)p 8 +(A,^-AoA,) p 8 , 

y la expresión hecha racional. 

A.'+pA.'-4-p'A,'-3pA„A,A,. 

En cuanto á los números complejos cuya representación gráfica, 
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según el procedimiento de Árgand se emplea en la obra de Mr. Chrys-
tal, los problemas fundamentales son los concernientes á los números 
complejos, á sus módulos, y sobre todo el que establece que los resul
tados de las operaciones algébricas efectuadas con los números com
plejos, son números también de esta forma. 

(Se concluirá). 

ESSAI SUR LA GÉOMÉTRIE DE LA REGLE ET DE L'EQUERRE 
par M. G. de Longchamps 

En el número anterior de este periódico hicimos una breve indica
ción sobre la importantísima obra que acaba de publicar el profesor 
M. de Longchamps, y prometimos dar cuenta mas detallada de este 
nuevo libro, útil bajo muchos conceptos, lo que vamos á hacer, de 
manera que siquiera queden señalados algunos de los puntos capita
les, y los más indispensables para dar á conocer el carácter y alcance 
de esta Geometría práctica. 

E\&nsayo sobre ¡a gcometn'a de h regla y de U escuadra tiene ese 
carácter eminentemente gráfico de la geometría pura que fijaron los 
geómetras griegos, y que ha ido progresando en los tiempos moder
nos, alguna vez eclipsada por las brillantes aplicaciones del .análisis á 
esta rama de la matemática. 

Hoy, que merced á la adivinación de los porismas de I'uclides, lle
vada á feliz término por Chasles, ha llamado preferentemente la aten
ción de los geómetras esta rama de la geometría, sirviendo las obras 
de problemas, así como las revistas ó periódicos matemáticos de oca
sión favorable para hacer escursiones fructuosas por tales dominios 
de la ciencia, es de gran oportunidad y provecho para el aficionado 
á estos estudios, el publicar una obra que dé á conocer las aplicado, 
nes útiles é inmediatas de aquellas teorías. Y esto es lo que se advierte 
en la obra de M. de Longchamps. 

El teorema de Gergonne acerca de la relación de segmentos for
mados en los lados de un triángulo por tres rectas concurrentes en un 
punto y que parten de los tres vértices; el teorema de Menelaus, de 
constante aplicación, como se sabe, en la Geometría llamada moderna 
ó proyectiva, caracterizada por la relación anarmónica, que establece 
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también una relación entre los segmentos que forma una transversal 
en los lados de un triángulo; el teorema de Desargues, acerca de los 
dos triángulos cuyos lados correspondientes se encuentran en linea 
recta, y en el cual Poncelct fundó su teoría délas figuras homológicas; 
en fin, el lema Xll de la colección de Pappus, son las proposiciones 
fundamentales en la obra de M. de Longchamps, á las que agrega su 
teoría de los punios y de los triángulos recíprocos. 

Veamos cómo estas diversas proposiciones se enlazan para consti
tuir los fundamentos de la Geometría de la regla y de la escuadra. 

Por el teorema de Juan de Ceva se sabe que: si las rectas AA', BB', 
c e (lám. II, fig. 3) concurren en un punto O', se tiene la relación de 
segmentos 

A'B B'C C'A 
A'C • B'A • C'B 

Si ahora consideramos en el triángulo ABC el punto A" simétrico 
del punto A con relación al punto medio de DC. La recta AA" y las 
análogas BD", CC" concurrirán, según el tcoi-ema reciproco del cita
do, en un punto O". Estos dos puntos asociados entre si de manera 
que por el uno resulta determinado el otro son Icjs puntos llamados 
recíprocos por M. Longchamps. (i) 

Si ahora se considera una transversal /A' (lám. 11, lig. ,|) en el pla
no de un triangulo ABC que corta á los lados de éste en los puntos 
A', B', C , determinando sus puntos simétricos A", B", C" con respec
to á los lados BC, CA, AB, por satisfacer la relación 

A"B B"C C"A 
A"C • B"A • C"B •" ' ' 

determinarán la recta A" reciproca de la A'. 
Además, las coordenadas (a', P', Tf')- l̂ "". í*". T") de dos puntos (2) re

cíprocos O' y O" (lám. II, fig. 3) satisfacen á la relación 

a'a"=p'P"=T'Y", 

(1) Annaksscientifiqucs idf.cnU Normal supérkure, t. iii; Mcmoirc sur une nouvcUe mclhode 

de transformation en ¡zcnmctric. 
(2) linliéndesc aquí por coordenadas los números que miden las áreas de los triángu

los BO'C, AO'G, AO'Ü. 
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pues en los dos triángulos BO'A, CO'A se verifica 

BO'A -r' _ BM _ BA' 
CO'A "~ p' ~ CN ~ CA' ' 

y para el punto O", 

B O " A _ f " _ BA' 
CO"A ~"p" CA" • 

Además, BA"=CA" y BA"=CA', 

. . Y' S" 
por consiguiente -~—J-^ y P'P"=Y'T''> etc. 

r I 

En fin, el porisma iv de Euclides (i) y el porisma xxix (2), el prime
ro que, en los tratados de Geometría moderna suele enunciarse, con
siderándose un triángulo cuyos tres lados giran alrededor de tres po
los en linca recta, mientras dos de sus vértices recorren dos rectas; el 
segundo que es uno de los casos del exágono inscrito dos rectas, res
pecto al cual Pappus dio los enunciados de los lemas xii, xm, xv 
y XVII (7). 

Todas estas proposiciones sirven de fundamento á la obra de 
M. Longchamps, de la cual vamos ahora á citar algunos délos proble
mas que en ella se resuelven empleando la regla y la escuadra sola
mente. 

Para trabar por un punió A (lám. II, íig. 5) una paralela á una recia A, 
basta colocar la regla plana en las posiciones sucesivas i, 2, 3, 4. 

El trazado de las rectas liAC y CD determina la paralela bus
cada AD. 

Para dividir un segmento AB en dos parles iguales, con la regla y la 
escuadra (4) se trazan paralelas que forman un paralelógramo, en el 

(1) Chasles.—Leí Irois livra de foriímcs, pág. 102. 
(2) Ídem, pág. 130. 
(3) De estas cuestiones nos ocupamos en nuestra Geometría y en nuestros Estudios criticos 

»obre U generación de ¡os eoncef>tos milematicos, cuaderno 2.* 
(1) Servois empleaba \i fausse tquerre, figura formada por dos rectas que forman un ángulo 

fijo diferente del ángulo recto. 
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que AB es una diagonal (látn. II, fig. 6). La otra diagonal CD divide á 
AB en dos partes iguales. 

Para transportar un segmento AB á partir desde un punto O de la recta 
en que se halla (lám. II, fig. 7), basta trazar una recta A' paralela á A 
formando los paralelógramos ABCH, CDOM, resultando OM=AB. 

El/)Mn/o síwé/rico de un punto A con relación á otro punto B, se' 
obtendrá (lam. II, fig. 8) construyendo los paralelógramos ABDC 
y COBA'. 

La bisectriz de dos direcciones dadas se obtiene colocando la regla 
plana en dos posiciones (lám. II, fig. 9), siendo OM dicha bisectriz. 

Para unir un punto P (lám. II, fig. 10) al punto de intersección de 
dos rectas A y A', el trazado que se indica en la figura indica suficien
temente el procedimiento, fundado como se ve en las proposiciones 
de Pappus ó en las modernas teorías del polo y la polar, ó de la rela
ción armónica en el cuadrilátero completo, etc. 

Continuando este procedimiento se halla igualmente, con el solo 
empleo de la regla, el conjugado armónico w de otro punto u' con re
lación á un segmento 0 0 ' , y el sexto punto de una involución en la 
que están dados ios otros cinco, haciendo aplicación del cuadrilátero 
completo y el teorema de Desargues. 

Para dividir una recta en partes iguales, expone M. Longchamps 
las soluciones debidas á Servois y á MM. Crcmona y Baehr, para las 
cuales observa se necesitan la regla y la escuadra ó la regla plana. De 
éstas indicaremos algo de la del Sr. Cremona. 

Este notable geómetra supone conocido el punto C simétrico del A 
con respecto al B (lám. II, fig. 11), como la de Servois exige la existen
cia de una paralela á la recta que debe ser dividida. 

Esto supuesto, uniendo un punto cualquiera M, á los puntos A, B 
y C, la construcción indicada en la figura hace ver que se tie
ne O.Oj^OjO,. 

Las rectas CO, y BO3 determinan otro punto Mj-, éste permite ob
tener otro O,, y asi sucesivamente. 

Respecto al trazado de las cónicas, solo indicaremos el relativo á la 
elipse que se funda en el siguiente teorema: 

«Sean AA' un eje de una elipse T; tómese en r un punto M, y úna
se este punto á los extremos A, A' del eje así considerado: la perpen
dicular á AM, en el punto A encuentra á A'M en JA; el lugar de |x es una 
recta A perpendicular á AA'». 
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Para demostrar esta proposición obtenida por M. Longchamps en 
un estudio de geometría comparada, á que llamó transformación recí
proca (I) considera un punto M en una elipse cuyos ejes tienen por 
longitud respectiva a y h, obteniendo que 

MIP _h' 
Al I. A l I '~'^' 

y además por los triángulos semejantes de la figura: 

Mil ixD MU AD 
y A'll A'IJ ' AI I |xD ' 

por consiguiente 
. MIP _ AD ^ AD _h' 

All.A'H ~" A'D ' " '̂° ~XW~^' . 

De esto icsuita que el !üg;ir descrito por el punto JJL es una recta 
A perpendicular a A'A en un punto 1) que divide exteriormentc 
el segmento AA' en la relación de los cuadrados de los ejes de la elipse 
propuesta. 

Para construir, pues, la elipse, punto por punto, con ayuda de la 
regla y de la escuadra, cuando se dan tres vc-rtices .A, A', B (lám. II, 
figura 13), apliqúese ai punto IJ la eonstruccii^n efectuada en el punto 
M con las cuerdas A.M, A'M: se obtendrá un punto C (siendo recto el 
ángulo U.\C) que pertenece á A- I-sta recta se obtiene, pues, bajando 
desde C una perpendicular a .\A'. 

En fin, si se loma arbitiaiiamcnte un punto |J. sobre A. con la regla 
y la escuadra, tendixmos el punto correspondiente .\1, y podremos en 
estas condiciones construir la elipse, punto por punto. 

Después de resolver multitud de problemas relativos á la elipse, á 
la parábola y la hipérbola, prescindiendo de los métodos de Pascal y 
Brianchón, obtiene M. Longchamps el trazado de las cónicas aplican
do las propiedades de los/^i/n/os y (ransvasaks rccifrocos que arriba 
hemos citado. 

Así, cuando un punía O se mueve en una recia A. el punió recíproco O' 
se mueve en una cónica r circunscrita al triángulo, pues la ecuación de A 
en las coordenadas adoptadas (triláteras ó triangulares) es 

ma + n^-f- pY = o, 

^í) Juurnul lie ^MhemMiifues ifíicidUí, 1882. 
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y siendo (a, p, i) las coordenadas de O y («', p', Y') las de O', se tiene 

a a ' = p p ' = Y Y ' . 

Por consiguiente, se obtendrá cl lugar descrito por un punto O', 
reciproco del O, cambiando a, p, f por 

I I I 

V' T' T 
en la ecuación del lugar, y á la recta A corresponde la curva cuya 
ecuación es 

m n p 

cónica circunscrita al triángulo de referencia. 
Además, encontrando a AIJ en un punto C ; la tangente en C á la 

cónica r , los puntos A', 13', C se hallan, según expresa la ecuación de
ducida, en la recta cuya ecuación es 

1- • = 0, 
m n p 

y para construir una cónica, conociendo cinco puntos A, 15, C, D, \í, 
bastará tomar los puntos recíprocos D', E' de D, E, con relación al 
triángulo AFC; y como á todo punto M', tomado en D'E' corresponde 
un punto reciproco M perteneciente á la cónica buscada, ésta puede 
construirse punto por punto. 

Tomando la transversal reciproca de D'l'"' que corta al triangulo 
ABC en los puntos », p, T, se obtendrán las tangentes en los pun
tos A, 13, C. 

Nada diremos después de esta escursión por la obra d j M. Long-
champs acerca de las nuevas construcciones que ofrece á los lectores 
de su obra, aplicadas al trazado de la cisoide de Dioeles, á la curva 
duplicatriz, a la duplicación del cubo por medio de arcos de parábolas 
á la estrofoide, á la trisectriz de Mac-Laurin, á las cúbicas circulares 
unicursales, al folium de Descartes, la serpentina, el tridente de N; \Y-
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ton, la curva de Agnesi, las cúbicas diversas, la concoidal circular y 
las diferentes especies de cuárticas, que son asunto desenvuelto en la 
primera parte de su obra, como en la segunda trata de la aplicación á 
los problemas de la agrimensura y al arte de la guerra. Los numero
sos é importantes detalles desenvueltos en obra tan original como 
útil, no pueden ser conocidos por una mera reseña, sino por un estu
dio directo en el libro de M. Longchamps. 

Z. G. DE GALDEANO. 

JORNAL DE SCIENCIAS MATHEMATICAS E ASTRONÓMICAS 

publicado pelo Dr. Francisco Gomes Teixeira 

Uno de los hechos que en la actualidad se presentan como testimo
nio do cultura y progreso de las diversas naciones, como prueba in
concusa de su actividad científica, es la existencia de publicaciones 
consagradas á la Matemática, ya en sus desarrollfjs puramente teóri
cos, ya en la infinidad de sus aplicaciones; y esta prueba, y este indis
cutible testimonio de los hechos no podía faltar á nuestros ilustrados 
vecinos los portugueses, que se hallan en ese concierto universal de la 
ciencia, especie de lazo intelectual que hoy une a los pueblos de más 
diverso origen, acaso mas estrechamente que los vínculos creados por 
la fuerza, también atractiva de los intereses materiales. 

No hay más que dirigir la vista por los diversos tomos publicados 
desde el año 1H7Q bajo la ilustrada dirección del antiguo profesor de la 
Universidad de Coimbra, hoy director de la Academia politécnica de 
Oporto, para dejar confirmado nuestro aserto. 

La inspección de los varios trabajos insertados en esta importante 
revista, hacen ver cómo concurren á la obra déla ilustración nacional, 
desde el alumno aventajado, cuya actividad y amora l estudio hace 
fructificar la enseñanza de sus profesores por medio de originales des
arrollos debidos á su individual iniciativa, hasta los profesores, y los 
individuos de la Real .Academia de Ciencias de Lisboa: y el resultado 
^e esta acción común se traduce en importantes investigaciones, don-
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de también colaboran nobles matemáticos extranjeros, por efecto de 
esta universalidad de la ciencia, que hoy no reconoce más patria que 
allí donde se piensa y donde se rinde culto á la verdad. 

La tesitura en que se han colocado los colaboradores de esta impor
tante publicación, á pesar de ofrecer los más diversos matices, desde 
el dominio de lo elemental hasta las lucubraciones de orden superior, 
tienen gran importancia para quien desee, después de poseer los co
nocimientos generales de las teorías de la Matemática moderna, am
plificar éstos con nuevas aplicaciones y desarrollos, que muchas veces 
en los diversos trabajos ofrecen cierta ilación, en medio de su varie
dad, que permite llegar á poseer su admirable conjunto y constituir 
una obra de ilustración nacional. 

Entre los geómetras podremos citar los notables matemáticos se
ñores Schiappa Monteiro, Marrecas Ferreira, Craveiro Lopes, tan há
biles en el arte de proponer problemas que excitan la actividad y el 
interés del público matemático, como en dar las más variadas y ele
gantes soluciones á los propuestos en este palenque sin fin de las in
teligencias. 

Difícil en extremo seria dar una idea cabal de lo que exige mucho 
tiempo y mucho estudio, entre las variadísimas cuestiones resueltas en 
los tomos de esta revista; sin embargo, citaremos alf,'unas cuestiones, 
tales son: el determinar ios lugíircs geoinctricos de los contros de los 
circuios que cortan á otros dos c'rculos dados según ángulos dados, que 
da origen á una interesante discusión desarrollada en varios artículos 
por el geómetra Sr. La Ponte Ilorta. 

El problema: Dadas tres circunferencias de centros A, B, C de las 
que las dos primeras tienen una cuerda común IJ, trazar por 1 una 
transversal que las encuentre en los puntos X, Y, Z, de manera que 
XZ y XY se hallen en una razón dada, del cual da una elegante solu
ción el Sr. Craveiro Lopes, fundándose en que: Jadas dos circunferen
cias que se corlan, sise Íra7^an rectas por uno Je sus puntos de intersección, 
el lugar geomélrico de los puntos que dividen en una raión dada los seg
mentos de éstas determinados por las circunferencias, es otra circunferencia 
que pasa por los puntos de intersección Je las primeras y cuyo centro diviJe 
en la misma razón la distancia Je los centros daJos, problema del que dio 
una solución el célebre geómetra italiano G. Bellavitis por su método 
de las equipolencias, lo cual, según éste mismo expresa en una carta 
dirigida al Sr. Gomes Teixeira, no disminuye el mérito del Sr. Cra-
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veiro Lopes (i). También el Sr. Schiappa Monteiro insiste en este pro
blema, del cual da una soluciim empleando el método de las equipo
lencias, otra sintética elemenlal, asi como desenvuelve notables inves
tigaciones sintéticas y analíticas respecto al ciixulo variable sujeto á 
cortar continuamente á dos círculos dados, se^'ún anirulos igualmente 
dados. En el segundo caso, de los círculos no concéntricos, demuestra 
que: Una sección cónica cuaLjuicra 2 pude consi.ierarse como la curva re
corrida por el centro o de un circulo (x) variable en magnitud, sujeto á cor
tar constantemente se^^ün ángulos dados e, i, dos círculos igualmente dados 
(E), (I); ó á pasar por un punto dado C^,, y á cortar, según un ángulo dado 
c un circulo Igualmente dado (E). 

Además de establecerse en estas interesantes investigaciones que 
una sección cónica cualquiera (S) puede considerarse como la curva 
recorrida por el puntfj de intersección o de dos cuerdas ba', y b'b'", 
pertenecientes respectivamente á dos círculos dados (E), (I), a los cua
les co¡-tan constantenunle según ángulos dad(js e', i', de manera 
que el punt(3 de intersección considerado equidiste de los extremos b 
y b ' de estas cuerdas, se resuelve el caso en que dos tangentes de dos 
c'rculos (L") (I") se muevan de manera que la suma algébrica de las 
distancias t }• T' de los ¡Duntos de contacto a los de intersección o de 
estas tangentes sea constante, que engendran dos cónicas, lo que le 
conduce a consideraciones sobre los círculos env(j|ventes, que llama 
circuios focales ó focas tangenciales y sus tangentes x y t ó vectores tan
genciales, ó también, cuando aquéllos se reducen a puntos, los puntos 
f ¡cales ó focos radiantes y los vectores correspondientes ó vectores gira
torios ó radiantes, empleando un tecnicismo especial en sus investiga
ciones, como el de cónicas monociclocon/ticates y monostigmoconfocales, 
ó que tienen el mismo círculo focal, etc., investigaciones basadas en 
los resultados más importantes acerca de estas teorías, obtenidos por 
los geómetras Poncelet, Clebsch, llamilton, Grassmann, etc.; y entre 
otros trabajos del Sr. Schiappa .Monteiro, publicados en el Jornal de 
sciencias mathematicas, citaremos por último su original manera de 
proceder al dividir en partes iguales la distancia entre dos puntos de 
la circunferencia, empleando el compás ordinario, método que, como 
se sabe, sirvió á Mascheroni para escribir su célebre obra La geometría 
del compasso. 

(1| La solución dada por liellavilis se encuentra en la Sxpoúlion Jt U mílhoJe <Ut i^uifolUnca, 
traducida al francés por M. C. k. Lai&ant, num. «8. 
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Además de notables trabajos geométricos, el lector aficionado á las 
investigaciones del Análisis, encuentra también asuntos nuevos y 
variados. 

El notable talento matemático Sr. Martins da Silva, alférez de ar
tillería, ha mostrado desde el comienzo de su brillante carrera cientí
fica, en numerosos trabajos, sus excepcionales aptitudes para esta 
rama de la Matemática, ya tratando de la transformación de las fun
ciones X„ de Legendre en integral definida, ya en la reducción directa 
de una clase de integrales definidas múltiples, ya al dirigir sus inves
tigaciones hacia la resolución de las ecuaciones algébricas, obteniendo 
una fórmula integral relativa á una de las raices imaginarias de estas 
ecuaciones, seguida de la obtención de las demás; después llega á 
nuevos resultados sobre los que obtuvo Jacobi acerca de lus sumas de 
las potencias semejantes de las raíces, y respecto al logaritmo de la 
raíz imaginaria de una ecuación algébrica; y por último, su trabajo 
sobre las tres relaciones diferenciales dadas por M Lipschitz en la 
teoría de las funciones elípticas, sirven para mostrar cómo ha contri
buido el notable colaborador del Jornal de sciencias mathemaiicas á fa
vorecer el desenvolvimiento científico de su patria. 

También el alférez de artillería Sr. J. M. Rodríguez, se distingue 
por sus notables producciones acerca del Análisis. Sus escritos sobre 
el algoritmo de las facultades de Wronski, sobre las integrales eule-
rianas, y otros trabajos relativos á la expresión analítica deducida por 
M. llermite, de la serie de Lagrange, á la rotación, etc. 

Por último, exige especial mención el activo director del periódico 
Sr. Gomes Teixeira, conocido ya en numerosas revistas científicas por 
la variedad de sus originales trabajos, bastándonos citar su métf)do 
para la integración de las ecuaciones de derivadas parciales lineales 
de segundo orden, que le sirve de base para sus ulteriores investiga
ciones; sus aplicaciones de una fórmula que da las derivadas de orden 
cualquiera de las funciones de funciones, aparte de otras publicadas 
en el Giomale di íMalcmalkhey de Battaglini; su escrito dirigido á 
M. Lerch sobre la reducción de las integrales hiperelí'pticas; sus tra
bajos de divulgación ó de índole didáctica respecto al calculo, á las 
funciones y á las teorías de las cantidades imaginarias, de que ha dado 
más tarde una muy notable muestra con la publicación en 1890 de su 
«Curso de Analyse infinitesimal», donde se admira, además del méto
do, la feliz agrupación de los conceptos más modernos con que se ha 
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enriquecido el Análisis en estos últimos años. Y para terminar, mani
festaremos que la colaboración de escritores tan conocidos como 
M. Maurice d'Ocagne, que se distingue por sus trabajos geométricos; 
M. de Lerch (de Praga), que ha modificado la tercera demostración 
dada por Gauss de la ley de reciprocidad de Legendrc, y el Dr. LcPai-
ge, de la Universidad de Liega, que ha desenvuelto las homografías é 
involuciones de órdenes superiores en las páginas del Jornal de scien-
cias malhemalicas, expresan suficientemente cómo contribuyen al pro
greso matemático nuestros ilustrados vecinos de Portugal, y cómo 
concurren á esta obra general que en el concierto científico prosiguen 
las naciones más cultas. 

ZOEL G. DE G A L D E A N O . 

LAS iGÜlVALLKCIAS \ SUSTITUCIONES EN LOS TEOREMAS Y EN LOS PROBLEMAS GEOMÉTRICOS 

(co.N 1 i N r A ' : i i , i \ i • 

Existicndd cierta vaguedad en el método de invención, cuyos éxitos 
dependen con irccucncia del talento individual empeñado en descu
brir nuevas verdades ó rckicioncs gcomelricíis: inllu\endo principal
mente en tales éxitos la f)|5()rlunidad de los medios elegidos para lle
gar á un fin determinado (> la sugestiíjn de alguna idea feliz, claro es 
que la ciei^cia había de prevenir estas deliciencias y buscar el modo 
de suplirlas; y ciertamente que los gci'meíias antiguos trabajaron en 
este sentido, como lo maniüe.^lan la eokeción de los lemas de Pappus 
y la obra de los porismas de liuclidcs. que si no ha llegado hasta los 
tiempos modernos, al menos clej;i vislumbrai'se a través de la adivina
ción de los mismos llevada a cabo por el geómetra Chasles. 

Seguramente que los elementos de Huclides no bastaban para sa
tisfacer las exigencias de los geómetras que debían encontrarse á cada 
paso con nuevas dificultades en sus investigaciones, cuando éstas los 
llevaban á cuestiones complejas, y era precisa la existencia de obras 
complementarias que proveyeran a las necesidades de los investiga
dores; y esto venia á ser el tratado de los poiismas de líuclides, que 
según l^appus, era una colección de proprisieiones de una concepción 
ingeniosa, de útil auxilio para la resolución de las mas difíciles pro
blemas, é indispensable para los que deseen dedicarse a las investiga
ciones matemáticas. Los porismas contenían, según afirma el gcómc-
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tra alejandrino, una doctrina sutil, pero natural y necesaria, y sobre 
todo un estudio muy agradable para los que saben ver y encontrar. 

Después de haberse determinado la recta y el círculo con auxilio 
de los principios generales de la ciencia, según sus propiedades más 
simples, se llega al caso de obtenerse estos mismos elementos geomé
tricos como resultados de combinaciones más ó menos complicadas 
de figuras. En estas combinaciones cierto número cíe elementos queda 
al arbitrio del geómetra, que en los problemas constituyen los datos y 
en los teoremas las hipótesis; los elementos restantes son los resulta
dos del problema ó la tesis del teorema. En esta coexistencia de rela
ciones cabe el hacer pasar las unas de la hipótesis á la tesis, ó de los 
datos al resultado, y de aquí surgen las variantes indefinidas que ofre
cen las cuestiones. 

Asi, reíiriéndonos á la obra de los porismas, vemos que éstos se 
hallaban clasificados según las cosas buscadas, que caracterizan los 
géneros. 

Por ejemplo, que tal punto se halla si/ua.lo sobre una recia dada en po
sición, que tal recta pasa por un punió daJo, que tal recta está dada en po
sición, etc., son las conclusiones características de otros tantos géne
ros de porismas. 

No habiendo llegado la geometría de los griegos al grado de gene
ralización que tiene en la época ac(:u;il, las proi^osicioncs enij^lcatlas 
por éstos debían ser muy numeros;is, refiriéndose varias de ell;is a una 
misma cuestií'jn, de la cual fueran casos particulares, como observó 
Chasles, y eom'j se obsei'vaal comparai' nuestras teorías de la relacii'in 
anarmonica, de las series homogralicas, de la involución, etc., con las 
proposiciones que nos ha trusmitido Pappus. 

iig. 1. 

Asi, por ejemplo, los porismas i, ni, ix. (íigs. i.", 2.' y 3.') corres
ponden á la determinación de la recta Sm perteneciente al cuadrilá
tero Sabm, cuando se dan la recta ab, que gira alrededor dej punto p y 
los demás elementos de la figura supuestos fijos. 
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Nada menos que diez porismas necesitó fuicüdes para esta deter
minación de la recta, que según manifiesta Chasles se hallan conteni
dos en este solo enunciado: Dadas cuatro rectas que se cortan dos á dos, 
si se dan tres de los puutns de intersección situados en una de ellas, ó sola
mente dos, en el caso del paralelismo (es decir, si permanecían fijos), y de 
los otros tres dos se sujetan á hallarse en una recta dada, el tercero se hallará 
situado también en una recia dada en posición. 

Consideremos ahora los dos porismas xi y xii, correspondientes al 
, , 1 •. Am 

venero caracterizado por la relación ———- = X. 
' A m 

Kn el porisma xi dos rectas g-iran alrededor de los puntos P y Q, 
teniendo su punto de intersección M (fig. 5.") en una recta fija LM, y 
se establece la posibilidad de hallar una recta A'X'. y en ésta un punto 
A' tal, que el segmento Am determinado en una recta fija Am dada, y 
ácontarde un punto A fijocn é>ta se halle con A'm' en una razón dada. 

i;i porisma xii líig. 4.") es una variante del 
anterior, que resulta de .suponerse el punto P 
en el iníinito según las ideas modernas; por 
esto en la hipótesis se considera la oblicua 
.Mm formando un ángulo dado con la LM (lo 

'''̂ - ^•' que equivale á decir que es paralela en todas 
sus posiciones sucesivas). Y de igual manera que, por ejemplo, en la 
geometría elemental el teorema: Si don recías forman con otra ángulos 
alternos internos iguales, son paralelas, se demuestra fundándose en el 

,caso expresado por el siguiente: 'Dos perpendiculares á una recta son pa
ralelas, para establecer dichos porismas, es preciso hacer depender la 
posición variable de las rectas de la posición particular PcQ (fig. 5.") 
ó AaQ (!ig. ,|.") d j qu.- s j p i,t,- jn el razonamiento. 

Para establecer el porisma xi esta posición permite aplicar los le
mas III y XI (1). 

(Se continuará). 

( I ) Les trois iiures de ^otismes.—ChasIcs, ípáffs, ii( y tij t . 
Los lemas III, X, XI, XIV, XVI y XIX, estjhlfccn Id igualdad de l.ts relaciones anartnónicas 

que cuatro rectas irandas desde un punto determinan en dos transversales. FA lema III ex
presa el caso general, el XI el en que una délas transversales es paralela auna de dichas 
rectas. 

Estas consideraciones se hallan indicadas en nuestra Gmmcíru ctemeniit. 
. ,« _ .—. 

Zaragoza.—Establecimiento tipográfico de Julián Sanz, 


