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PERIODICO DE MATEMATICAS PURAS Y APLICADAS
Director: ). Zocl & de Galdeano

Afio L "] Zaragoza 20 de Enero do 1891. m Nim. 1.°

EL objeto y los propésites de la aclual |n|h]icuciﬁn

Es un hecho sorprendente que en Espaiia, donde tantos peri¢dicos
s¢ publican, destinados & los fines mas diversos, no exista uno cuyo
objeto exclusivo sea la propaganda y desenvolvimiento de las ciencias
matematicas. Este hecho no debe atribuirse en absolute 4 desconoci-
miento en dicho ramo del saber, ni 4 que tales ciencias repugnen a la
mayoria de las inteligencias, cuyos esfuerzos se emplean en otros gé-
neros de investigaciones, de igual mancera que se aplicarian 4 las cien-
cias exactas, si cstas ofrecicran en nuestra patria mayor cstimulo y
mas ancho campo donde espaciarse; pues siendo la ciencia una, exis-
tiendo entre sus diversas ramas tan solo variedad en ¢l objeto, conser-
vando la inteligencia algo de permancnte en fa forma de los procedi-
mientos que la conducen a la verdad, no existe razon alguna para que
tal 6 cual de estas especiales manifestaciones de su actividad perma-
nezcan cristalizadas, cuando al mismo ticmpo otras siguen su curso
natural; y semejante desequilibrio solo puedce existir de una manera
accidental pronta a desaparecer con ocasion & veces del mas leve im-
pulso que conduzca 4 armonizar las varias categorias de verdades
dentro del conjunto general que constituye la ciencia humana.

Existen aficionados a la ciencia de la cantidad como cxisten entu-
siastas de las artes y las letras, pucs todas tienen sus ideales, seguidos
preferentemente por quicn posee tal 6 cual vocacion cn el culto de Ja
verdad; y hoy en Espafia se sigue Ja corriente de la Matematica mo-
derna, que iniciada por los Lagrange, Monge, Cauchy y otros muchos
eximios talentos de este siglo, ¢n la actualidad se mueve bajo la in-
fluencia predominante de los Cayley, Sylvester y Hamilton, que han
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organizado y desenvuelto las teorias de las formas v de las cuatcenios
en Inglaterra; de los Poncelet y Chasles, que en Francia han edilicado
la Geometria moderna sobre la base de la proveccion central v ia rela-
ci6én anarmonica; de los alemanes Motbius, Plucker v Clebsch, vy del
matematico francés Bobillier, que han dado impulso a la Geometria
analitica, llevindola mas alla del reducido campo senalado por las
¢oordenadas cartestanas con otros nucvos modos de representacion;
de los Staudt, que han dado un cariaeter eminente grafico a la Geome-
tria, de los Hermite, Weierstrass, jois-Reymond ¥ Cantor, que ¢n el
Analisis han hecho amplilicarse las creaciones de los Legendre, Abel
y Jacobien la teoria de las functones elipticas: de los Cremaona. Brios-
chi, Battaglini y Beltrami, quc mantiencn ¢l progreso de la Geometria
y el Analisis en Jtalia.

Todo este movimiento general sc sigue en Espaia. si bien reducide
& aquello de¢ mas esencial que contiene cuanto ofrece inmediata apli-
cacion, 6 que es un elemento indispensable para licgar al nivel de o
que hoy constituye la cultura matematica; pero esto que se circuns-
¢ribe & un reducido numero de personas dedicadas por su profesiin a
tal género de lucubraciones, no trasciende & otro piblico mas nume-
roso que podria aprovechar lus ventajas de estos conocimicntos, y aun
llegar 4 contribuir al adelantamicnte general, si sc e facilitara el
acceso i ideas que parecen mas dificiles de adguirir al parecer de lo
que son en realidad. Lstas dilicultades aparentes son copsceuencia de
ignorarse los fundamentos de las varias teonas ¢ ramas que constitu-
yen las ciencias matematicas.

La propaganda de las ideas ¢s ¢l remedio mas cficaz para la des-
aparicion de este mal.

Ademads de la Escuela politéenica de Francia fundada por Monge,
la creacion de periodicos como ¢i Jowrnal de I* Fcole polylechnigue, la
Correspondance sur I Ecole polvtechnique, los Annales DMathématiques de
Montpellier, ¢tc., contribu yeron al progreso de la Matematica en esta
nacién, como c¢n Alemania ¢l Crelle's fowrnal en inglaterra Philo-
sophical transactions v en Italia también multitud de periodicos, cuyo
nlmero ¢ importancia aumenta de dia en dia:

Estas publicaciones periodicas. no solo han dado a conocer los des-
eubrimientos de la actualidad y el verdadero estado de la ciencia, sino
que han estimulado siempre para alcanzar nuevos progresos y des-
arrollos de 1o ya conocido; y asi se observa como todas caminan con
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cierto paralelismo, dentro de la variedad que les imprimen los escri-
tores dedicados 4 cada una de cllas con la variedad de asuntos en
ellas desenvueltos, y facilitan ademas el cambio de ideas en beneficio
de un general perfeccionamiento en las multiples teorifas.

Convencidos de que ya sc impone la existencia en Espafa de pu-
blicaciones periodicas consagradas a la divulgacion de los progresos
continuados que se verifican en la ciencia matematica, acometemos la
empresa de ofrecer cl primer niimero que se publica de nuestro peri6-
dico, destinado exclusivamente a tal objeto,

Buscando un término medio entre las publicaciones que existen,
nuestro periddico se referira lo mismo a las cucstiones mas elementa-
les que a otras de indole superior, procurando presentar estas Gltimas
¢n su mayor scncillez, con la mis facil exposicidn de que sean sus-
ceptibles,

Proponiéndonos dar a conocer la Matemitica, segQn las miltiples
fascs que presenta, en correspondencia con la variedad de sus objetos
especiales, daremos i conacer Jas teorias O obras notables, ya de los
grandes maestros que brillaron en otras épocas, ya de los talentoscon-
temporancos: ya se tratara de las novedades que en el dfa mantienen
viva la atencion de los macestros: de la actualidad, ya de ideas ¢ de
conceptos que, sin ser nuevos, tengan aiguna importancia 6 sean los
antecedentes necesarios de alguna nucva teoria.

En una palabra; se atenderd por igual a lo que afecta 4 la organi-
zacion cientifica & dependencia logica y 4 lo que concierne al orden
historico. Se dardn a conocer los mas importantes descubrimientos 6
Ouevos desurrollos que adquieran las teorfas matematicas, y se haran
las indicaciones precisas que pongan en conocimiento de los lectores
las obras utiles ya para ¢l perfeccionamivato de la ensefianza como
Para la facil comprension de la Ciencia,

ZotL G. DE GALDEANO,

LA EVOLUCION DE LA GE_Qlﬁ_ETRfA PROYECTIVA

La importante evolucion que realizd Descartes sometiendo la Geo-
metria al analisis algebraico, llevada & mds vastos desarrollos por los
uevos meétodos de Newton y de Leibnitz, fueron aminorando la im-
Portancia de la Geometria, que llegd 4 permanceer ocuita bajo las for-
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mas de inagotable varicdad debidas a losnucvos algoritmaos, desenvuel-
tosyamplificados por los Dernuilli, Euler y otrosmuchosanalistas, cuyos
nombres van unidos constantemente a detalles 6 resuitados diversos.

A principio de este siglo, 12 Geometria de Euclides de Pascal y De-
sasgues aparecia como ¢stacionada o reducida a estrechos limites, micn-
tras que ¢l analisis parccia desbordarse ¢n todas direccicones, produ-
¢iendo cierto desequilibrio cotre las dos ramas fundamentalesde la Ma-
tematica. La Geometria, siavanzaba cra merced a recursosextrafios, y
su objcto, envuelto bajo las formas del analisis, no se ofrecia de una
manera directa a las investigaciones de los matematicos

Era necesario, para ¢l desenvolvimiento armaonico de la Matemitica
una reaciéon que tendicse a equilibrar estos dos aspectos generales de
la cantidad, que siendo distintos han de compenctrarse y fundirse
aun conservando sus leyes propias y caracteristicas; y esta evolucion
que habia de hacer posible un desenvolvimiento paralelo deunay otra
{ué recalizado por Monge.

Si la inteligencia, partiendo delos algoritmos por una intuiciéncon-
tinuada Heva gradualmente 2 los mas complicades del analisis, por
su aplicacion inmediata al objeto que ve desenvolverse, alterarse y
multiplicarse bajo su direccion, acumulando sistemas de verdades y
de relaciones a otros sistemas, también, desde ¢l momentoen que Mon-
ge cred la Geometria descriptiva, la inteligencia habia de contemplar
directamente la extension.bajo sus formas, punto, lincas y superficics
para Hegar por combinaciones inmediatas a otro sistema de verdades
y relaciones. La nueva Geometria, representando clara y ticlmente el
objeto, ticne como auxiliar la imaginacion ¥ se presta a favorecer ¢l
desarrollo de [as artes, teniendo como base ¢l dibujo 6 la representa-
ctdn efectiva de los objetos.

Si la Geometria descriptiva inavgurd una época de progreso ma-
terial por sus aplicaciones beneficiosas para el artista y para el inge-
niero, no lo fu¢ menos en el orden especulativo, pues la ciencia pudo
crearse una amplia base sobre la cual realizar sus progresos futuros;
la representacion grifica de los objetos permitio ayudar a las inteli-
gencias en sus investigaciones., Como dice Dupin, la Geometria des-
criptiva es una lengua imitativa que tiene la doble ventaja de dibujar
y hablar a la vista. «Esta Geometria fortalece eminentemente la imagi-
nacién, enseia & abarcar rapidamente y con gran precision un vasto
conjunto de formas, & juzgar de sus analogias y diferencias, de sus re-



EL PROGRESG MATEMATICO ]

laciones de posicién y magnitud. El espiritu aprende a ver interior-
mente, y con una perfecta claridad, lineas y superficies individuales,
familias de lineas v superticies; adquicre cl sentimiento delcaracter de
estas familias ¢ individuos, vno solo aprende a verlos aisladamente 6
por grupos analogos, sino que los aproxima, los combina y prevee los
resultados de sus intersecciones, de sus contactos mas & menos in-
timos, etc.» (1)

Las Lecons de Géometrie descriptive, de que se hizo una traduccion
espaficla en ¢l aio 1803, ademas de ser una de las obras que forman
€poca en ¢l progreso cientifico, es un libro que ofrece la belleza de la
gencillez y clavidad de estilo, unida ala brevedad que lleva al lector,
sin esfuerzo, al conocimiento de todo el sistema de verdades reunidas
cnun reducido namero de paginas. Principia Monge por cstablecer

. que los clementos mis seancillos, ¢l punto y la recta, no son los mas
adecuados para la representacion sencilla de las figuras, y su razona.
micnto le lleva a adoptar un sistema de planos rectangulares que re-
duce & dos, como ¢s sabido. Reproducir ¢! modo de representar un
punto, una recta o un pluno, una paralela a una recta, una perpendi-
cular a un plano con la determinacion de su distancia, las interseccio-
nes de dos planos, ete., serfa exponer fo que hoy seencuentraen todos
los tratados destinados & la ensedanzia, en los que nada se ha podido
modificar de lo que salid perfecto desde su origen. Para la representa-
cion de las superficies. obscrva que no hay ninguna superficic que no
pueda considerarse como engendrada por ¢l movimiento de una iinea
curvi, va de forma constante, cuando muda de posicidn, ya variable
al mismo tiempo, de forma y de posicion con ¢l espacio. Ademigs, ne
es dando las proyecciones de algunns puntos particalares por log que
Pasa una superficic curva, come se determina su forma y su posicion,
sino haciendo de modo que para un punto cualquiera se pucda cons-
truir la curva generatriz,'scgin la forma y posicion que deba tener al
Pasar por ¢ste punto, o cual depenrde de la destreza y sagacidad del
geometra y expresa Monge la conveniencia, para la sencillez, de con-
siderar simultédnecamente dos generaciones diferentes, ¢ indicar, para
cada punto, la construccion de lus curvas gencratrices, de manefaquie
en la Geometria descriptiva, para expresar la forma y posicion d¢ una
superficie curva baste dar, para un punto de ésta, del cual una de fas

(1) Essai historique sur les services et Jes travaug scientifiques de Gaspard Munge, pdg. 171,
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proyecciones pueda tomarse 4 voluntad, el modo de construir las
proyecciones horizontales y verticales de dos gencratrices que pasan
por este punto.

Esta consideracion de poder ser engendrada una superficie curva
por das generatrices distintas, lc lleva a la determinacion del plano
tangente por medio de las tangentes a éstas en cada punto, y nada
hay que decir del modo de resolver ¢l problema, no solo para las su-
perficies cilindrica y conica, sino para la determinacion del plano tao-
gente a una, dos y tres esferas dadas, problemas gque cnvuclven, se-
gun observa Monge, propicdades notables del circulo, de la esfera, de
las secciones conicas y de las superficics del segundo grado, pues de
la resolucién de estos problemas, empleando las superficies conicas
circunscritas, deduce desde luego la imfmrtantc conclusion, funda-
mental para los ulteriores progresos de la Geometria, mas reciente-
mente desenvuelta por Carnot, Poncelet, Chasles y los gcometras de
la actualidad, de gque si s¢ concibe circunscrita a una csfera una su-
perficie conica, cuyo vértice se mucve segun una linca recta, todas las
circunferencias de contacto pasaran por dos puntos fijos que seran los
de contacto de los planos tangentes trazados por dicha recta, asf como
rectprocamente, si después de trazar por dicha recta cuantos planos
secantes sc quiera, s¢ construye para cada scccion la superficic ¢onica
circunscrita, los vértices de todas ¢stas se hallaran ¢n una misma
recta; y si en un plano donde se suponen trazadas una circunfercocia
¥y una recta, se trazan desde un punto de csta las dos tangentes 4
aquélla, y se concibe que el punto se mueve en la recta llevandose
consigo las dos tangentes, sin quc cesen de tocar al circulo, la recta
que une los dos puntos de contacto siempre pasara por un punto fijo,
verificindose, reciprocamente, que las intersccciones de cada par de
tangentes trazadas en los extremos de rectas que pasan por un mismo
punto, se hallan en linea recta, y mas gencralmente si, dada en el
espacio una superficie curva cualquiera de scgundo grado y una su-
perficie conica circunscrita que la toca, ésta se mueve sin cesar de ser
circunscrita y de tocarla, de modo que su vértice rccorra una recta
cualquiera: ¢l planc de la curva de contacto de las dos superficies
siempre pasara por una misma linca recta (determinada por los pun-
103 de contacto de la superlicie de scgundo grado con los dos planos
tengentes que pasan por la recta de los vértices), y si la superficie
cbnica se mueve de modo que su vértice est¢ siempre ¢n un mismo
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plano, el plano de la curva de contacto pasard siempre por un mismo
punto. En fin, l1a consideracion de lus seis superficies conicas circuns-
critas 4 tres esferas, la distribucion de sus vértices de tres en tres so-
bre cuatro rectas, por las cuales pueden trazarse ocho planos tangen-
tes, y en el caso de darse en magnitad y posicion cuatro esferas, la
importante conclusion de que las scis superficies canicas circunscritas
exteriormente 4 las mismas deban tener sus vértices en un mismo
plano y en las intersceciones de cuatro rectas, asi como los de las seis
circunscritas interiormente deban estar de tres en tres en un mismo
plano con tres de los primeros, son manifestaciones c¢locuentes de lo
espléndida en resuitados, de trascerdencia suma, que nacid la nueva
Geometria, y de la fecundidad de la idea que la hizo surgir en la inte-
ligencia del gran geémetra de los tiempos modernos. En todas las
Cuestiones, citadas como en las que terminan esta obra admirable, &
saber, las intersecciones de las superficies, la curvatura y las cvolutas
de las curvas de doble curvatura, siempre la intuicion inmediata del
objeto es ¢ fundamento que lleva dircctamente 4 la solucion de las
mismas. Aquellos resultados obtenidos por el razonamiento, ocultos
bajo el simbolismo del caleulo, propios de la Geometria cartesiana, se
desenvuelven ante la vista bajo el procedimicnso gralico de Monge,
que se somete al rigorismo de la Geometria de Euclides, llevada a
un grado de pureza tal, que solo aprovecha de la misma cuanto es
en absoluto independiente de toda intervencion del numero & la me-
dida, de que no se halla ¢n absoluto exento ¢l tratado del gcometra
griego.

Pero la obra de Monge no constituye un divorcio entre lo hasta
entonces constituido en la ciencia, y este nuevo modo de investiga-
cién, que debicra llevarse por nucvos horizontes, consiste ¢en aumen-
tar las dirceciones de la inteligencia dentro del plan general con una
nueva y sumarla 4 las demas, para hacer un grandioso conjunto, apo-
yar la marcha del espiritu investigador ¢n una nueva a la par que sé-
lida base para sus ulteriores progresos. Y, en efecto, donde se detiene
esta Geometria representativa avanza ci andlisis con la eficacia inago-
table de sus recursos, y prucba de ello dio Monge en su exposicién de
la Geometria analitica, & la que imprimio el caracter de su Geometria
descriptiva, dando una elegancia hasta entonces desconocida a las
formas de sus calculos y 4 la marcha de sus operaciones, haciendo
destacarse la sencillcz del método, no sin agregar nuevos resultados,
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¢omo los concernientes a las superficies desarrollables, 4 las lineas de
curvatura y a las aristas de retroceso, d los diferentes generos de in-
flexion de las curvas de doble curvatura, a las diferentes familias de
superficies, y, por Gltima, la aplicacion de la teoria de la curvatura de
las superficies a la investigacion de las propiedades de la superficie
envolvente de una serie de csferas de radio variable, cuyos centros se
hallan distribuidos en una curva cualguiera, son nuevos puntos de
doctrina Que, expuestos en sus Developpements de Geomélrie, aumentan
el caudal de la ciencia matematica, al mismo tiempo que Laplace y
Lagrange la hacian cxtenderse,

La actividad infatigable de Monge, no solo produjo una nueva rama
en la ciencia, sino que formo una pléyade de inteligencias matematicas
gue habian de encauzarse por las nuevas corrientes, como de ello die-
ron pruebas sus discipulos Meusnier, Carnot, Poinsot, Dupin, Ponce-
let, Gergonae, Briot, Brisson y otros muchas que han contribuido 3
formar el nuevo edificio cuyas solidas bascs echo el gran geometra,

(Se continuard).

Sedre i tooria de fas formes aipéhrices~LECONS §'ALGEBRE SUPERIEUR, par G. Saimed

Después de haber transcurrido un largo intervalo de tiempo, desde
que se publict el primer fasciculo de tan importante obra, traducido
de la 4.* edicion inglesa por M. O. Chemin, sc han visto satisfechos los
deseos de cuantos esperaban con impacieacia su terminacion, al ser
ya un hecho el haber aparecide ¢l scgundo y ultimo fasciculo.

Conocido es el éxito, tanto de las obras geométricas, como del no~
table tratado de Algebra que la ciencia debe al ilustre profesor del Co-
legio de la Trinidad de Dublin, por haber contribuido de¢ una manera
eficaz 4 la difusién de las originalisimas tcorias cuyo germen se¢ halla
en una notable Memoria de Boole rCambridge Mathematical Journal,
1861), i bien, como dice Salmon en sus notas historicas, Lagrange
did la primera idea de invariacion (Mémoires de Berlin 1773, p. 265)
del discriminante de la forma cuadratica ax?® 4-2bxy-4-y? , cuando se
reemplaza en ella X por x+iy, asi como Gauss en sus Disquisitiones
arsimeticee estudio la transformacion lineal general ¢n su aplicacion &
las formas cuadraticas binarias y ternarias, debiéndose el desarrolle
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deesta moderna teoria principalmente al matematico Cayley, de eu-
yas numerosas Memorias publicadas en Philosophical transactions ties
nen conocimiento cuantos se dedican a los estudios matematicos.

Estas ideas, cuya propiedad pertenece 4 los matemadticos inigleses,
por mas que pueda llevarse su origen, como se ha indicado, 4 los tra- -
bajos de Gauss sobre las formas cuadraticas, hallaron eco entre los
gedmetras del continente, y gracias a la constancia y asiduidad de ta-
lentos matematicos como llermite, Aronhol, Clebsch, Brioschi y otros,
han llegado a constituir un cuerpo de doctrina que ha aumentado et
campo de la Geometria de igual modo que el del Andlisis.

En pugna la nueva Geometria que fundaron y organizaron los Mon-
ge, Poncelet, Chasles y Staudt, segin nuevos métodos, con el antiguo
método cartesiano, parccia ¢ste amenazado de quedar en lugar secun-
dario ante el rapido progreso de aquélia, cuando hasta principios del
siglo actual habia tcnido una preponderancia indiscutible.

La Geometria moderna poseia métodos propios que permittan acu-
mular el naimero de sus verdades y de relaciones entre los elementes
de la extensiéon. La dualidad, la correlacidn y la homografia dilataban
de un modo asombroso sus horizontes, y el método cartesiano se iba
reduciendo i ser un medio de verificar y generalizar los resultados de
la primera. Era, pues, necesario que por un progreso correlativo lle-
gase también a poscer, como la Geometria superior, métodos proptos
¥ eficaces para conducirla 4 tcoremas nucvos, a verdades y relaciones
geométricas, y este fin o han realizado los descubrimientos de Boole,
Cayley y Sylvester, cuya difusion ¢s debida, muy principalmente, al
talento propagandista del profesor Salmon.

El nuevo algoritmo, que pudo considerarse como constituido defi-
nitivamante con un caracter y circunscripeion propios, desde el mo-
mento en que Cayley determiné la existencia de otras funciones, que
ademas del discriminante poseian la propiedad de fnvariacion, por
efecto de una transformacion lineal, se extiende lo mismo por log do-
minios del Anilisis que por los de ta Geometria, y no esde extrafnar
que la obra de que tratamos se reficra 4 estos dos puntos de vista re-
lacionados también con las obras geométricas del mismo autor.

Yasesabeque forma, enla nueva dlgebra, esuna expresion algebried
racional entera y homogénca, que toda funcion de los coeficientes de
una forma que no cambia de valor, cuandp los coeficientes varian por
efecto de una sustitucién lineal hecha en sus variables, es un inra-
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rianie absolulo de dicha forma, sicndo imrariante relativo 6 simplemente
invarianie, cuando el nuevo valor solo difiere del primitivo por una
potencia del modulo de la sustitucion. Asi, por ejemplo, ac—b2 es
un invariante de la forma cuadratica binaria

ax2 +z2bxy-cy? ;
porque haciendo la sustitucion lincal

x=pX-+qY, y=p'X+qY,
los nuevos coeficientes de Ia funcion de X € Y & que Ja propuesta se re-
duce, son:
A=api4-2bpp’+cp’?, B=apq-+bipq'+p'ql+cp’q’, C=aq*+2bgq'+cq?,
y la expresion AC—DB2 | después de efectuadas todas las reducciones,
resulta igual & (pq'—p’q)2 (ac—b? )

Si la funcidn arriba considerada es, no solo de los coeficicntes, sino
también de las variables de la forma, se [lama covariante, cuando sa-
tisface a la relacion

¢AB - XY, )=argla,b x,y-)

El contravartanic es un covariante que, en lugar de las variables
Xx,y, - de la forma propuesta, contiene otras variables £, que se ha-
Han transformadas al mismo tiempo que las propuestas, pero por
sustitucion inversa, ¢s decir, que se hard

X=px'4-qy'+ -, y=p'X'+q'y'+
y &=pbrant -, w=pitant

No citaremos otro género de formas que ademas de ¢stas, como
por ejemplo, los divarianies O covarianies mixios, ¢l hessiano, ctc., son
objeto de la obra de Salmon.

Estas formas, como hemos dicho, ticnen sus correspondencias
geométricas. Asi, un invariante de una forma ternaria & cuaternaria
es en geometria unafuncionde los coeficientes, cuya reduceion & cero
expresa alguna propicdad de la curva o de la superficic independiente
de la ¢leccion de ¢jes, como por ¢jemplo, la existencia de un punto do-
ble. Un covariante representa otra curva ¢ saperficie cuyos puntos
tienen con la curva o superficic dada alguna relacion independiente
de la eleccion de ¢jes. El resultante de un sistema de ecuaciones, igua-
lado a cero,indica que las curvas correspondientes deben pasar por un
punto comuan,

La reduccién 4 cero del discriminante de la ecuacin de una cur-
va & de ona superlicie expresa la condickin necesaria para que esta
curva o superficie tenga un punto doble en Geometria plana, si X, y, 2
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representan las coordenadas Irilinealesde un punto, y x § +yn+zlwo
1a ecuacion de una recta, &, 2, { pueden llamarse las coordenadas fan-
genciales de ésta, yse observa que,cuando las coordenadas de un punto
se transforman por una sustitucidon lineal, las coordenadas tangencia-
les de una recta se hallan transformadas pot sustitucion inversa, como
en la Geometria del espacio las coordenadas tangenciales de un plano
¥ las de un punto se transforman por sustituciones inversas.

También es ya muy conocido el empleo que la nueva Algebra hace
de los métodos simbolicos de tal modo, que se emplean los simbolos
de operaciones como si fueran simplemente cantidades.

Ejemplo de ello es el método de Cayley para la formacién de inva-
riantes y de covariantes, reducido a que, si s¢ dan varias formas U, V,
W, .., podemos escribir las variables x, y, - de u con el indice 1, las
de v con el indice 2, y efectuar en seguida en ellas la operacién expre-
sada por el simbolo

d d d d
dx; dya - dxz dyi ’

6 por una potencia de este simbolo, que rcpresunta Cayley por 12, pa-
ra cl caso de dos variables, 0 en general por 12%, }EB, 317, si las fun-
ciones tienen dos, tres,  variables.

Este procedimicnto, modificado por Aronhold y Clebsch, se halla
reducido & sustituir x5, x3, x5 - por x, ¥, z, -, afectando los coefi-
cientes con los indices correspondicntes & las variables 4 que multi-
plican. Asi, las formas ternarias de tercero y cuarto grado se hallaran
designadas por las notaciones 2, xi Xk X1, Zdikim Xi Xk X) Xm, pudien-
do recibir los numcros i, k, 1, m los valores 1, 2, 3, 4, y debienda ve-
rificarse en esta notacion Que ai=aiki=uii= -, etc.

También, para obtener un invariante de un sistema de dos formas
ax 4., a’x~+ - , cuando s¢ conoce un invariante de la primera, se

. , y d d
efectia sobre ésta la operacion a'— Fraliey b’—dg- ~+ -, y para obtener
el primero, segundo, tercero, - emanante, se efecta sobre ellala ope-
racion

(x’ d + '—d—-+ )p
dx ¥ dy
Estas indicaciones revelan suficientemente el cardeter simbolico

del Algebra de las formas, hoy bastante conocida, para que csto nog
Svite el entrar ¢n mas detalles,
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Ahpra vamos 4 indicar brevemente algunas de las mejoras de mas
impartaacia que se encuentran en la bitima edicion de la obra en cuyo
examen nos 0Cupamos.

Difundidas hoy lasidcas de esta nueva rama de la Matematica hasta
el punto de haberse hecho generales aplicaciones, tanto al Andlisis
como i la Geometria, y de constituir uno de los asuntos mas frecuen-
temente desenvueltos en libros y publicaciones, en la dltima edicion
ha creide el traductor indispeosable dar a conocer muchas de las
cuestiones suprimidas en la anterior y todo lo nuevo, que no es poco,
agregado por el profesor Salmon, a quien se debe una vez mas la vui-
garizacion de los mas notables resultados que han extendido los limites
de la nueva Algebra.

Entre las innovaciones mas importaantes se halla la exposicion de
los delerminantes simélricos y gauchos siméiricos, objetode la Leccion g.0,
cuyos elementos conjugados son iguales dos a dos (ary=4as} 6 iguales
y de signo contrario, determinantes que tienea nulos los clementos
de la diagonal principal, por ser ellos sus propios conjugados, demos-
trando que, un delerminante simélrico gaucho es un cuadrado perfecto, re-
firiendo el caleulo de los determinantes simétricos gauchos al cileulo
de las funciones llamadas por Cayley delerminanies gauchos, ca las que
los términos principales aji, akk, — no son nulos, exponiendo como
este gedmetra ha aplicadoe la teoria de los determinantes gauchos & Ja
teoria de las sustitucioncs ortogonales, es decir, tales que se tenga

x2 -+ yi! —+ 7 T =X\2 + AL -+ 72 B R— ,
y que se pueden obtener los coeficientes de una transformacion orto-
gonal en funcidn de ~;— n {n — 1) variables independicentes.

Otra de las adiciones, verdaderamente importante, gue sc observa
en la ultima edicién de la de Salmon ¢s lade la leccidn diez v seis, de-
dicada a los sistemas de funciones, Ep ¢lla se trata del combinante de
un sistema dc formas 4 sea, un invariante que no altera (salvo un fac-
tor), no solo cuando se verifica ¢n las variables una transformacidn li-
neal, sino cuando se reemplaza una cualguiera de las formas por una
funcidn lingal de las mismas. Zsto conduce & que, suponiendo dos fun-
ciones binarias u y v del mismo grado, la forma u - 41, en la cual se
da 4 x diferentes valores, representa un sistema de formas que consti-
tuyeouna involuciéncon u y v, y haciendo y==1 ¢n una cualquicra de las
formas, representard n puntos sitvados en ¢l ¢je de lax, y como en
3 (n—1) casos, dos de los puntos n representados por u + kv coingiden,
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resulta que a involucion tiene 2 (n—1) punlos dobies, é ignalando a cero
el jacobiano de u y v, se obtienen los 2 (n—1) puntos de la involucién
determinada por u y v, asi como para una forma cibica ternaria el
jacobiano de u, v, w es el fugar de los puntos dobles de todas las cur-
vas del sisterna u+kv4-lu que ticnen puntos dobles, sucediendo lo
mismo para las formas de un niimero cualquiera de variables.

Cuando {x-2)® es factor de u-+Kv~+lw, x—a scra factor en las tres
derivadas segundas

un+kvirHwi=o0, vi-+kvigrlwig=o, us+Kkva+lww=0, y climi-
nando | y k, x==2 satisfard a la ecuacion

Uit vir Wi
g Vig Wig{==0
Up V@ Wag
que da los puntos simples del sistema u--kvi-lw.

Otras importantes aplicaciones geométricas se encuentran en la
misma leccién. lovestigando lo que corresponde 4 los resultados obte-
nidos en ¢l caso de las formas binarias, a las formas ternarias y cuater-
narias, se llega 4 establecer que el discriminante de u+-kv contiene un
factor elevado al cuadrado cnando las curvas representadas por uy v
son tangentes entre si, ademas el discriminante contendrd un factor
elevado al cuadrado, si u ticne un retroceso ¢ dos puntos dobles.

Esto conduce dla consideracion del tact-inrarianie 6 condicion para
que dos curvas sean tangentes, cuestion ecxpuesta ea la eAnalviic Geo-
melry of thiee dimensions y ala teoria general de la clase de invarihntes
Hamada por Sylvester osculantes.

De dos formas ternarias que geométricamente representan dos
curvas se obtiene, climinando una variable, una forma binaria que co-
rresponde a los puntos de interseccion de aquéllas, y reciprocamente,
podemos suponer una forma binaria deducida de un sistema de dos
formas ternarias, haciendo

X=g (xy), Y=¢ (x,y}, Z=X (xy).

En ¢l caso particular de ser la transformacion lineal X=x2 , Y==2xy,
Z=y? | por la eliminacion de x & y se obtiene la relacion determinada
4XZ—Y? =0, y operando esta trapsformacion, por ejemplo, en la for-
ma cuadratica binaria ax? 4- 2bxy + ¢x? , ésta queda reemplazada por
el sistemna aX + bY +c¢Z y 4XZ — Y2 que representa geometricamente
los dos puntos de interseccion de una recta y una conica, y como el
discriminante de una ecuacion algébrica igualado a cero expresa la
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condicion necesaria para que esta ecuacion tenga raices iguales, co-
rrespondiendo 4 un punto doble de una curva o de una superficie, en
este caso la recta sera tangente a la conica, y cuando se trate de un
sistema de dos formas cuadraticas, ¢! invariante del sistema binario
ac’4-ca’+4-2bb’, que es tambi¢n un invariante del sistema ternario igua-
lado a cero, expresa que las rectas son polares armonicas con respecto
4 la'conica.

También tiene considerable aumento la décima séptima leccidn,
que trata de las edplicaciones d las formas binarfas.

La resolucion de la ecuacion de 4.7 grado ofrece importantes sim-
plificaciones tomadas de los 1timos trabajos de Cayley y Burnside,
hallandose desarroiladas las consideraciones de este Ultimo sobre la
identidad de la teoria de la cuartica con la de dos secciones cOnicas,
En fin. los dltimos resultados debidos al matematico Sylvester, acerca
del criterio de las raices reales de las ecuaciones de 5. grado, a
M. Hermite sobre las condiciones de realidad de las raices por la apli-
cacidn del teorema de Sturm a una forma lipo @ que es reducible la
quintica, considerables desarrollos acerca de la forma de 6.° grado y
los Ultimos capitulos destinados al orden de los sistemas de ecuaciones
sometidas a restricciones y a la aplicacion de los metodos simbolicos,
constituyen un caudal de doctrina con que se ha enriguecido la dltima
edicion de la obra del profesor Salmon,

iy St

SOBRE LA TEORIA DE LOS NUMEROS

Prolegdbmenos de Aritmética universal, por D. Cecilio Giménez Rueda

Desde que en el afio 1844 publicH Grassmann su célebre obra Die
eAusdehinungsichre (tratado de 1t extension), la teoria de los nuameros,
que sobre tan firme base cstablecid Gauss, se encamind por nuevos
derroteros que la habian de conducir a organizarse con caractéres es-
peciales donde predominaran las leves combinatorias del calculo.
Grassmann, considerando la Matematica como ¢l tratado de las for-
mas ideales producidas por la inteligencia, distinguio las formas algeé-
bricas de las formas combinatorias, resultantes respectivamente de la
igualdad y de la desigualdad, refiriéndose la primera a la forma y la
vitima § los elementos de la generacion, Asi, pues, divide las formas
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discretas en numero y combinacion, siendo la forma discreta combi-
natoria la reunién de lo tomado como igual y la combinacion ¢l con-
junto de lo tomado como diverso, de donde resulta la ciencia de lo
discreto dividida ¢n la ciencia del numero y de la combinacion. De
igual manera la forma permancente, 0 sca la magnitud, resulta divi-
dida en forma permancate algébrica 6 magnitud intensiva y forma
permanente combinatoria, originadas respectivamente, como se dijo,
por la igualdad y la desigualdad.

Considerando Grassmann las magnitudes de un modo muy general,
¢ las formas enlazadas, adopta como signos de enlace, no los de las
operaciongs conocidas, sino los siguientes ~,—~ que expresan dos mo-
dos de relacionarse inversos, y [lega a un calculo puramente formal
de las magnitudes, 4 una ciencia que trata de un modo completamen-
te gencral de magnitudes abstractas, cuyas imagenes concretas son
las figuras del espacio (lineas, superficies, cuerpos), y que al conside-
rarse geométricamente tienen una representacion conercta.

{lankel, uno de tos mas caracterizados continuadores de este orden
de ideas, establecio su principio de la permanencia de las leyes for-
males considerando objetos mentales o relaciones de objetos que pue-
den imaginarse enlazados de una manera puramente conceptual o
formal. y 4 la vez, como resultado dof enlace, upa nueva relacién que
por poderse tomar en lugar de los anteriores, en cuanto se hallan
relacionados para toda deduccion ulterior, suele considerarse como
identica al mismo.

Si dicho enlace s¢ verifica de un modo ordenade o regular y so-
metido & cicrtas reglas, se comprende desde luego que, eatre los re-
sultados de los diferentes vnlaces, pueden tener lugar nuevas rela-
¢iones, consecuencias de las primitivas, y pucden ser deducidas de
éstas como consccuencias logicas completamente independientes de
la naturaleza de los objetos enlazados. Asi, puces, al definir Jas reglas
de los enlaces puramente furmales, ¢sto ¢s, de las operaciones que se
practican con los objetos mentales, queda a nuestro arbitrio la defi-
nicion, con solo cstablecer una condicion cscncial, & saber, que no
debe existir implicitamente ninguna contradiccion logica; y para que-
dar convencidos de que no puede existir ninguna contradiccion logica
en cualquier conjunto, debemos formular las leyes tan independicotes
entre si, que ninguna de ellas afecte 4 las otras. Ademas, anade llan-
kel, para no cacr en lo abstruso al establecer tal sistema de operacig-



16 PL PROGCRESO MATEMATICO

nes, hay que someterlas 4 reglas formales tales, que en ellas se en-
cuentren contenidas las operaciones actuales con objetos reales y con
los nilmeros que expresan sus relaciones, pudiendo servir como base
la Aritmética general, todo lo cual implica el principio de la perma-
nencia de las leyes formales: si dos Jormas expresadas por signos gene-
rales de la cAritmética general son iguales entre st, también seguirin siendo
iguales cuando los signos cesan de representar magnitudes simples, y por
tanto, lambién las operaciones llegan d referirse 4 olro conlenido cual-
quiera.

No insistiremos en desarrollar los principios de esta rama especial
de la Matematica, cuya importancia se ha elevado 2 alto grado por
efecto de los trabajos de Boole en la logica algébrica, los de Hamilton,
Peirce y otros sobre ¢l cilculo formal que divulgé ¢l notable profesor
Hodel en su Théorie élémentaire des quaniités complexes y hasta en su
introduccion & su Cours de calcul infinitésimal. S1 hemos insistido aca-
so demasiado en las ideas fundamentales que se encuentran en las
obras de Grassmann y Hankel, es porque hoy constituven los funda-
mentos & puntos de origen de cuantos tratados se e¢scriban sobre la
teoria de los nimeros. Entre ¢stos. seguramente que la obra del ma-
tematico aleman Stolz es uno de los mas apreciables v dignos de ser
estudiados.

El doctor D. Cecilio Giménez Rucda ha acometido la loable empre-
sa de ofrecer al plblico un resumen de la teoria de los ndmeros, con
el titulo de Profegomenos de ~Aritmética universal, ¥ ha mostrado gran
acierto en elegir, entre otras direcciones, como dice en su prologo, el
plan seguido por el sabio profesor de la Universidad de Innsbruck;
pero no se ha limitado a seguir dicha obra en sus puntos capitales,
sino que con propio criterio ha sabido dar unidad, claridad y sencillez
4 la exposicidn de la ciencia de Jos nimeros, demeostrando al propio
tiempo que posee un recto criterio en el modo de apreciar muchas
cuestiones concernientes a la ensefanza ¥ exposicion de la Matema-
tica, y en particular relativas a conceptos erroneos 6 mal definidos y
que se han ido transmitiendo por costumbre inveterada, tanto en los
libros como en las aulas.

En efecto, los conceptos de magnitud, de cantidad y de nimero se
confunden con bastante frecuencia; y la definicion de cantidad, lo que
priede sufrir aumenio 6 disminucion, se presta a una interpretacion in-
¢Xacta; se nota la falta de precisién en algunos tratados, cuando se



Ef. PROGRESO MATEMATICO 17

interpretan las cantidades imaginarias, etc.; y en cuanto a la indife-
rencia que muestran muchos por determinadas especulaciones cienti-
ficas, muche podria haber anadido, para hacer visible lo ilogico y
anticientifico de Ja pregunta eterna ¢para qué sirve eso?, verdadera
rémora a todo progreso, dirigida cicrtamente por quicnes no han de
contribuir al mismo.

Después de precisar los conceptos de homogeneidad y heteroge-
ncidad, magnitud, unidad, pluralidad, cualidad y modalidad e¢n las
magnitudes, cantidad y numero, igualdad y desigualdad, pasa 4 ex-
poner en ¢l capitulo primero los sistemas de magnitudes y numeros,
que los divide en seis: el primero llamado natural, que comprende las
magnitudes ¢n que se comprende un solo caracter comun, cuya de-
terminacion se cfectoa, contando las veces que ¢n cada una de ellas
entra la unidad o clemento generador, sicndo sus signos los nimeros
naturales. £l scgundo sistema parte de considerar una unidad ficti-
cia M susceptible de dividirse ¢n sub-unidades que forman el de los
nimeros ractonales absolufos, ¢l tercero se funda en la constderacion de
magnitudes lincales que comprende las magnitudes inconmensurables
respecto de su unidad v 1os nimeros frracionales; ¢stos sistemas conlinuos
le llevan a las ideas de funcidn y de Imite. En fin, los 0ltimos sistemas
son los de las cantidades reales, los de las cantidades complejas y los nu-
meros complejos de tres unidades de la forma auy +bug -+cug , termi-
nando en la consideracion del cuaternio.

El capitulo segundo se halla destinado a tas combinaciones « opera-
ciones fundamentales del calcwlo arilmélico diestinado a tratar de las re-
laciones formales, donde con sencillez y orden expone la teorla de las
operaciones seguidas segun los principios de Grassmann y conforme
al perfeccionamicnto dado 4 la exposicion por el profesor Stolz, sa-
turado todo de importantes notas y consideraciones, donde recorre el
sefor Gimenez Rueda la serie de formas actuales que comprenden las
operacioncs fundamentales de la Aritmética, para que al entrar de
Heno en ¢l estudio de las relaciones formales puedan ser presentadas
parelelamente a ellas la serie de ias formas actuales que comprenden.

En el capitulo tercero, destinado 4 las combinaciones formales de la
deorta analitica de los numeros, abandona la notacion del calculo ordi-
nario para adoptar los simbolos generales del cilculo combinatorio,
exponiendo en su genecralidad las leyes asociativa, conmultativa y distri-
butiva, el principio de la permanencia de las leyes formales y los teqremas
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principales, aproximandase al plan del profesor Oltimamente citado,
sin dejar de guiarse por su iniciativa propia. Asi, pucs. distinguiendo
las vartas cotegarias de cantidades por simbolos especitles O, @, y de-
signando con las palabras fsfs v andlisis las operaciones directa é in-
versa de cada categoria, extiende ¢l easo de ser asociativa una combi-
nacion sintética para tres nameros cualesquicra, al caso de ser mas
de tres; demuestra que si una tesis asnciativa es conmutativa para
dos nameros, también lo es para mas de dos, ete.

Como cjemplo de la claridad con que procede el Sr. Giménez Rue-
da en sus demostracionces, nos bastara indicar ¢coma llega a ¢stablecer
que: para hacer una combinacidn sintetica entre dos combinacionces
analiticas, se combinan sintéticamente sus dos primeros términos en-
tre sf, luego los segundos, y por ultimo, se asocia analiticamente al
primer resultado.

Supongamos {a~b) O [a"—b"}=x.

Asociando (b O b)) 4 sus dos miembros, resulta:

X0{bOb)=@a~bO(a~b}10Ob0Ob=

={a~b) O b O (a’—b") O b'=a O a":
luego x=(a Q0 a’) « (b O b},
de manecra que

(av~b) O {2’ —bl=(a 0 a’) ~ (b O b)

Como aplicaciones enuncia las siguientes: La suma de dos diferen-
cias indicadas s¢ obtienen sumando los minuendos ¥y de esta suma
restando la de los sustraendos.

El producto de dos cocientes es igual al producto de sus dividen-
dos partido por el de sus divisores.

Pero en el capitulo 3.° solo trat® de sistemas restringidos por la
condicion de que los simbolos analiticos empleados sean posibles y de
una sola significacion. En el capitulo 4.° hace una ampliacion del sis-
tema de numeros, y da upa nueva extension de las leyes formales a
las relaciones con nimeros del nuevo sistema,

Presenta nuevas cantidades que satisfagan a la igualdad b O x=a (1)
y con las cuales se pueda calcolar conforme a las mismas reglas que
con las magnitudes primitivas. Para ello admite que, cuando la refe-
rida igualdad no se verifica por ninguna de las cantidades de aquel

{1} En un caso particular seria: subsiracndo mas resto igwal & minuendn, divisor por co-
ciente igual & dividendo.
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sisterna, existe un nuevo objeto, siguicra sea la relaciéon mental
awb que la verifica, lo cual es posible, puesto que

bO {avb)=(21vb] 0 b=a;

y de esta entidad (a~b), como objeto mental, que en un principio no
posce mas propicdad que su existencia racional parte, para atribuir a.
los nuevas objetos las relaciones analiticas antes consideradas, y para
llegar a obtener como comprendidas en ¢l concepto gencral de magni-
fud las nuevas entidades.

No nos detendremos ea seguir 1a manera de establecer las relacio-
nes entre las antiguas y las nuevas magnitudes hasta ¢l punto de re-
sultar como Aomogdneas y de no presentar ya ninguna émposibilidad en
las combinaciones analiticas, »i trataremos de reproducir ¢l modo de
extender las leyes formales en ¢l sistema amplificado, Todo esto pue-
de quedar para ¢l gue desec conocer los principios fundamentales de
la Aritmética universal en la obra del Sr. Gimenez Rueda, que en po-
cas paginas facilita la adquisicion de los conocimicntos fundamentales
dec ia Teorfa de los nimcros, y permite el dominar sin trabajo las di-
ficultades de otras obras mis extensas.

Y jcuantos mas frutos que los que actualmente consigue la ense-
filanza no obtendrid, si se adoptara cse procese generalizador que bus-
ca lo ¢sencial de cada conocimiento en la teoria y se aleja de esas ma-
nipulaciencs estériles de reglas particulares y circunseritas @ objetos
especialisimos con que se abrma & las inteligeocias y se las acostum-
bre al espiritu du detalle que tanto se alcja del espiritu de universali-
dad propio de 1z verdadera ciencia!

ZokL (. pE GALDEANO,

by g gy —em

VARIEDADES

Sophus Lie. Theorie der Transformationsgruppen, Zweiter absch-
nitt, Leipzig—18go—1v. 4.%, 554 paginas. Estasegunda parte de la obra
que publica el profesor de la Universidad de |.cipzig Herr Sophus Lie,
de la cual la primera parte se publicd hace dos afos, ain tendra uoa
tercera y Ultima, segun esta anunciado.

Dicha obra ticne por objeto hacer un desarrvollo especial del con-
cepto de los grupos con que se ha enriquecido la Matematica moderna,
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a partir de los trabajos de Galois y del profesor de la Escuela politéc-
nica de Paris M. Camille Jordan.

La teorla de¢ las sustituciones, ampliamente desarrollada en la
obra magistral de este matematico, es una sintesis de cuanto consti-
tuyc esencialmente la teoria algébrica de lus ¢ccuaciones, que han con-
tribuido 4 organizar, despu¢s de lagrange, Cauchy, Abel, Galois,
Hermite y el citado M. Camille Jordan, a quicn se deben importantes
descubrimientos ¢n esta rama del Algebra. Pero la teoria en cuestion
se ha extendido en los \ltimos afios considerablemente, saliendo de
los dominios del analisis puro y aplicandose a las teorfas geométricas,
asi es que la obra del profesor Herr Sophus Lie ticne un determinado
caracter, y los conceptos en ella contenidos estdn relacionados con los
trabajos del profesor Kiein, que ha desenvuelto, entre otras, la teorfa
de las transformaciones en ¢l espacio en su correspondencia con las
propiedades proyectivas de las figuras. asi como los matematicos fran-
ceses Poincarré y Picard, que han tratado de los grupos discontinuos
finitos ¢ infinitos, 4 quienes se debe importantes resultados en la teo-
ria de las funciones; pero el profesor Herr Sophus Lie se propone dar
4 conocer una teoria gencral de los grupos continuos finites. La prime-
ra parte de su obra esta dedicada a establecer las propiedades gene-
rales de los mismos. La segunda parte, publicada poco ha, comprende
la teoria general de las frans/ormaciones de conlacto de los grupos finilos
¥ de los grupos de lales Iransformaciones.

Las cinco subdivisiones de que consta, tratan de: El concepto de tas
transformaciones de contacto, la teoria-invariante de las transforma-
ciones de contacto, las transformaciones de contacto infinitesimales,
los grupos de transformaciones de contacto é investigaciones especia-
les sobre estos grupos, y en todo ¢llo se contienen nuevos métodos de
integracion y el desarrollo de las correspondencias geométricas en el
plano y en el espacio ordinario ¢ de tres dimensiones con ¢l concepto
de los grupos.

»*
* &

Sulle corrispondenze (mi ms --- M, } continue che ai possono stablire
tra i punti dir gruppi (di Ricardo de Paolis 4 Pisa).—Esta Memoria,
publicada en los cAnnali &i Matematica pura ed applicala, dirigida por
el profesor Brioschi, se refiere, como la obra anteriormente citada, 4
la teoria de los grupos confinuos, y permite al lector adquirir con faci-
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lidad las ideas capitales de esta nueva teorla, especialmente desde el
punto de vista geomeétrico.

Definiéndose la variedad (correspondiente 4 la Mannigfaitigheit delos
matematicos alemanes) como los diferentes modos de determinacion
que puede admitir un concepto geométrico, de la cual aquéllos son
los elementos, y el grupo, como un conjunto de elementos, después de
considerar ¢l elemento r—plo 6 miltiplo seglin r, ¢s decir, que deba
considerarse como pertencciente 4 un grupo r veces ¥ no mas quer,
el grado del grupo expresado por el namero de sus elementos, €l gru-
po de grupos & agrupamienio, determinando el grado de éste el ni-
mero de grupos en él contenido, pasa 4 examinar el Sr. de Paolis el
espacio y sus elementos geométricos, puntos, lineas, superficies y
solidos, cuyos grupos son las figuras 6 formas geoméiricas, y después
de tratar de los grupos geométricos continuos, llega al asunto princi-
pal de su trabajo, comenzando por la correspondencia (m,n) continua
entre los puntos de dos grupos.

Sean dos grupos G™ y G de elementos M y N, y supongamos que
todo elemento M determina n elementos correspondientes N, y solon,
mientras que todo ¢lemento N corresponda a m elementos de M, y
solo 4 m, entonces quedara establecida una correspondencia {m,n)
entre los dos grupos, y para distinguir entre si las leyes por las que se
pasa de¢ los clementos M a los N y de éstos 4 aquéllos, la llama corres-
pondencia dfrecia & fnversa, y cada uno de dos clementos correspon-
dientes se dice polo del otro. Ademas, si g° y g° son dos grupos res-
pectivos de G™ y de G, hallindose g” constituido por todos los polos
de todos los elementos de g’, se dice que g” es el grupo polar de g’, &
también el grupo correspondiente 4 g’

De igual manera, si se trata de r grupos, cuyos elementos respec-
tivos son M1, M2, ..., Mt | y todo grupo Ge-1 (M!, M2, -, Mr=1) de-
termina m, elementos correspondientes MF, Mg?, ..., y solamente
m, , mientras que cada uno de ellos corresponda también & r—3 ele-
mentos M1 , M2, ..., Mi—L, Mi+1 ..., Mr=1, tomados de cualquier modo
en los respectivos grupos, juntamente con cada uno de los m; elemen-
tos Mi , y solo juntamente con cada uno de ellos, entonces se dird
que se halla establecida una correspondencia (my , mg , -+, my } de clase
p==r—1 entre fos r grupos Gm;, y para distinguir la ley por la que de
los grupos;

Gr—1 (Ml , MI, ey Mr—1),
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s¢ pasa a los elementos correspondientes Mr , de aquclla por la cual
de los grupos:

Groi (ML, -, Mi=1, ML, .o, MF ),
se pasa & los elementos correspondientes Mr | se llama la primera co-
rrespondencia direcla y correspondencia inversa cada una de las otras r—1-

Resgpecto 2 una correspondencia (my, mg, -, me) se llama polo
deun grupo Gr-1 (M2, -+, Mi=1, Mi+1 ... Mricada uno de los m; cle-
mentos correpondientes a €,

De los conceptos indicados se pasa, en la Memoria de que se da
aqui una breve resefia, a los de grupo polar y grupo antopolar respecto
& la correspondencia dada que es el polar de si mismo, la agrupacion
polar constituida por grupos, y en {in, se trata de la correspondencia
involudiva, la involucién polar, la correspondencia continua, etc.

*
W

Felice Casorati,—En ¢l Gltimo tercio del ano pasado, las ciencias
matematicas han perdido en ltalia uno de sus mas distinguidos pro-
pagandistas, con la muerte del profesor de la Universidad de Pavia,
Fclice Casorati.

Figuraba entre los notables matematicos Driosehi, Cremona, Betti
y Beltrami, tan conocidos en ¢f muedo cientilico, come redactor del
periodico ednnali di Matematica pura od applicata, donde puso a prucba
las excepcionales condicivnes de su talente con la publicacion de nu-
merosas é interesantes Memorias, cuve examen exigiria mucho espa-
cio; pero entre todas sus obras hay una que debe ser citada, porque
en ella ¢l lector puede admirar {as dotes de expositor ¥ propagandista
que poseia, asi como ¢l completo dominio de una doctrina nueva a la
par que profunda, y a cuya vuigarizacion en ltalia contribuyé de una
manera eficaz,

Las Memorias de Cauchy contenidas en los tomos 3.°y 4.° de sus
Nouveaux Exercices d‘Analyse et de Physique mathématique (de 1840 &
1847), sur les fonctions des variables fmaginasres el sur la théorie des quan-
lités géomélriques el sur leurs applications, dieron principio & una nueva
evolucion del Analisis, en que tomaron parte muy principal los ma-
tematicos franceses Puiseux, Liouville y Hermite, ¥ que did origen en
Alemania a hina nueva direccion seguida por Riemann, y con esto a
dos mancras de exponer y desenvolver la teoria de las funcionces de
variables imaginarias 6 complcjas.
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Casorati, para exponer su teoria, tuvo en cuenta la evolucidn rea-
lizada en uno y otro sentido, y con el fin de preparar su trabajo, ba-
sado todo ¢l en fos descubrimientos y puntos de vista de los matema-
ticos de Francia y Alemania, comienza a referir ¢l progreso que hizo
la teoria de las funciones trascendentes desde los trabajos de Fagnani
¥y Euler hasta los propagandistas de las ideas de Riemann, y cn el re-
sumen historico que hace, a la profundidad de juicio y 4 una vasta
crudicion se ve unido un completo dominio del asunto, y como resul-
tado de todo esto, ¢l hallarse sintetizado en un corto numero de pagi-
nas cuanto de esencial hay en la evolucion de esta rama del Analisis.

. Laidea capital do la obra es que ¢l concepto de funcitn no implica
necesariamente la hipotesis de un modo de expresarse con los slimbo-
los del Analisis, adoptando la moderna tendencia de ésta, por la cual
las propicdades de las funciones constituyen lo esencial de cada enti-
dad, asi como las expresiones analiticas los accidentes de la misma; y
cuando una funcion esta dada por una expresion analitica, reconoce la
conveniencia de establecer un criterio analitico con ¢l objeto de deci-
dir, si para un valor ¢ de la variable 4o una funcion f (x) es conlinua y fi-
nila, 1o que s¢ expresa por la formula

f{etn) = fle—epn.

El modo de tratar Cauchy [os nimeros complejos como cantidades
geométricas, y de aqui ¢l considerar como funcidn de una variable
compleja z una cantidad geométrica w cuyo valor resuita determina-
do por el de la primera, cs decir, el admitir que w sea funcion de z
siempre que una posicion del punto z determine la posicidn del pun-
to w, y la definicion de Riemaan: Una rariable w se dird funcién de otra
variable compleja z, cuando varia con ésta de modo, que el valor de la de-

rivada %—\Y- sea independiente del de Ia diferencial dz, constituyen el pun-
z

to de partida para la exposicion que hace Casorati en su obra, conci-
liando estos puntos de vista fundamentales en el desenvolvimiento de
la teoria, por mas que, ¢n gencral, tiene preferencia el método de ex-
Posicidn de Riemann. Asi, por ejemplo, al tratar el caso de la funcion
W=z® | considera las variaciones simuitineas de w y de z en dos pla-
nos distintos, sometidas a las relaciones

arg w=2 arg 2z, mod ws==(mod z)#,
sensibilizando ¢l modo de hallarse situados los puntos eorrespondien-
tes & las rectas moviles R; , Rw de los dos planos, mediante la conside-
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racion de dos sistemnas de hilos, rectilineo indefinido el uno y circular
el otro, cuyas intersecciones son aquéllos, y la circunstancia de reco-
rrer Rw su plano con velocidad dupla, 6 en general n—upla, en el caso
de la relacion w==zn, le lleva a considerar una red de des 6 de n hojas
en el plano de las w formada por los puntos correspondientes a los di-
versos valores de Re enel planc z, y & obtener, conforme & la idea de
Riemann, una region continua constituida por las hojas sobrepuestas
que contiene {a totalidad de los valores de la funcion, resultando dos
redes o tejidos que comprenderan, respectivamente una vez el plano
de las z y dos ¢l de las w, y tales, que 2 un punto de la una corres-
ponda gsiempre uno, y solo uno de la otra, sicndo la red 6 tejido w la
deformacion de la z prescrita por la funcit')ln w=z2, como la z puede

indicar la deformacion de la funcion we=z? de la variable indepen-
diente, todo lo que se aplica andlogamente al caso de la funcion w=z°.
En fin, z, que tiene n valores con respecto a w resuita de un solo va-
lor, 6 totalmente representada, respecto al correspondiente de la red
6 superficie de n hojas.

La Teorica delle funzioni de variabili complesse es, en resumen, una
obra que presenta enlazados y conciliados los mas importantes resul-
tados obtenidos por Cauchy, Puiseux, Ricmann y Newmann, y en
esta obra de unificacion se distingue el claro taleato del expositor de
tan varias doctrinas, 4 las que ha agregado algo propio, segun puede
observarse examinando el desarrollo que da a cuestiones tan impor-
tantes como Ja clasificacion de las funciones, las series y productos
infinitos y el importante capitulo dedicado i las integrales.

»
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Schroeder. Vorlesungen fiber die Algebra der Logik (exakte Logik).
—Esta nueva obra del autor de Operationskreis des Logikkalkuls, pro-
xima 4 aparecer, segiin hace tiempo esta anunciando, promete ser un
acontecimiento altamente satisfactorio para los que siguen la evolu-
¢cion de esta Algebra especial, cuyo origen se halla en los trabajos de
Boole y de Jevons, y con mayor motivo por manifestar previamente
su autor que ha de constituir una exposicion y desenvolvimiento de
los Gltimos progresos debidos ¢n esta teoria al matemadtico norte-
americano Sir Charles Peirce, cuyos trabajos son de reconocida im-
portancia en este género de investigaciones.

Zaragosa.—Establecimienio Lipografico de julitn Sanz,




