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( Artracte de una curtn divigide d M Lerch)

Supdnganse dadas las fanciones
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Usted eonoee bion este importante teovema de Jacobi

Silas funeiones g, 1y, oo iy &dmiten devivadas pareinles, rela-
tivas 4 a,, »,, . ... 4 g0 sean funciones eontinnas de oy, vy, ...
Ty 08 condicion necesaria y soficiente para que una de ollas sea fun-
cion de Ias Jemis que sea idénticamente nulo el determinante:

'V [ ‘f 1 ‘\f [
Yepoodwy, ar,
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Mi objoto es hacer ver que puede enunciacse este teorema de la

Ranera mas eompleta siguiente:

Seaa,, a,,...., 4y un sistema de valores de @, @y .00,y

biyh,,..... 4, los valores correspondientes de ¥, ¥y, . ¥a. ¥ Su-
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pongamos que las faneionos ¥, »,, ..., ¥ admiten derivadas par-
ciales relativas 4 ., #,. ... ., #a en lay proximidades del punto {«,
fy, ...y @0} ¥ que estas derivadas son fanciones continuas de o,
B LR T

L» 8j ana de las funciones »,. ¢, ..., #n (g, por ejemplo), es
funeidn de 1as demas (y,, ¥4, -+« o ¥ )y ¥ esta fancidn admite deriva-
das parciales relativas a y,, #,,..... g eontinuas en las proximi-
dades del punto (5, 8, ... 5o ), ¢l determinante (2) es nulo en las
proximidades del punto (o ey, ool a ),

20 Siel determinants (2 es nulo en las proximidades del punto
() dyy oo, an ), ¥ siuno de los deteeminantes menorves de primer
orden no ¢s nulo en este punto, una de las funciones ¥, ., ..., ¥u
{#, por ejemplo) es una funcidn de las demias en las proximidades
dcl punto €4, by, .0 L0, Be ), ¥ oSl funeidn es continua y admite deri-
vadas parciales vefativas d g, ¢, oo umencel punto (5, &, ooy By )

3.0 8iel determinante (2} ¥ los determinantes menores de primer
orden son nules en Jas proximidades del punto e ey, oo ) ¥
siuno de los determinantes menores de segundo orden no es nuio
en este punto, dos de las funeiones ¥, #,, ..., ya son funciones de
lag demds cn las proximidades el puantoid,, &, ... ., b)), ¥ cstas
funciones son continuas ¥ admiten derivadas parciales en este punto.

402  En genereal, si el determinante (2) v los ddeterminantes menn-
res de orden ignal 6 inferior 4 ¢ son nutlos en las proximidades del
punto{a,, a,, ..., &), ¥ si uno de los determinantes menores de
de orden 41 no ¢s nulo en esie punto, § de las funciones (y, »,,
v+ ooy Ya ) son funeiones de fas demis en las proximidades del punto
(b by ooy ba), y estus faneiones sun conttnuas y admilen deriva-
das parciales en el punto (5, 2,, ..., b ).

PPara demostrar esta proposicitn, voy i considerar solamente las
tres ecuaciones:

‘ yl =f| ( Wy ¥y ,‘r“)
(3) S Ye=[, [ Wy Py, 'y b
! y.’!=ﬂ; { LSTIFTIET J

Es f4cil ver que, en ¢l caso general, se demuestra ¢l teorema de
la misma manera.

Usted bien sabe que, para establecer la primera parte del teorema
mencionado se hace y,=v (v,, ¥,), se deriva relativamente 4 »,, »,,

., I & & .
@, esta ecuacidn y se colimina \‘”‘ ¥ {:7 cnlee 1as tres ccuaciones
Wy wily

resultantes.
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Ahora paso 4 las ofras partes del teovema.,
Supongamos que ¢l determinante

¥,
Qe

(4)

Y

es nulo en las proximidades dol punto Ca, o, @), ¥ qate uno de Jos
determinantes menores de primer ovrden 1o es nulo en el punio { e,
@y, ), por ejenplo, ef determinante

e

wry

(3)
I
P

Vi

e

war,

V.

& F‘;I :

En virtud de un teorema muay conocida (Jordan, Cowrs & Analyse,
tuno HI, pig. 595), Ia segunda y In tercera de las eevacion es (3) de-
terminan r, v v, coma funciones de x,, g, & gy en las proximidados
ded punto Ceepyery, by by b,y estas funciones admiten en este punto
derivadas parciales relativas a r, p,, 1, dadas por las ccnaciones

Mo | M D
My e, )
_;/‘:f + :f::_ :
&y LT

r,

"+
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8i se sustituyen ahora los valores de z, yde x, en 1a primera de
fas ceuaciones i3, s¢ obticne ¢l resnltado

m=rlxn¥s i h

que tiene lugar en las proximidades del punto Cee &, b, b)),
Observandoe gshora que el teorema relativo 4 lu dorivacion do las
fun :iones compuestas es apiicable 4 14 primera de las ccuaciones (3)
8¢ ve'que y, admite derivadas parciales relativas i x,, v, 6 ..
La derivada relativa & 2, estd dada por la ceuacidn

YooV
=

1

o
+

nr,

Ly o My
r dr, e,

:‘lll &y
S, Sy
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ar, e .
que, sustituyendo ¢ y ; * por sus valores obtenidos de las ceua-
lJ."l [AX
cinnes anteriores, da
e b
@, D)

representando por D el determinante (4) y por D, ol determinante (5),
Como el segundo miemhro de esta ecuaciGn ¢s nulo en las proxi-
midades del puato { «,, «,, .}, tenemos

o

X
i =)

o
¥ por consiguicnte, en las proximidades del punto («,, @,, «, ), la
funcion ¢ no depewde de v Tenemos, pues,

=& {3-"'-.‘) iy )

¥ la segunda parte del teorema gueda demosirada,

Supongamos ahora que todos los determinantes menorves de pri-
mer orden sean nulos ea las proximidades del punto (@,, @,, a,); ¥
s
ar,
es nulo en ¢l punto considerado,

En virtud del leorema ya empleado en el caso antertor, la lercora
de 1as ecuaciones (3) determina x, en funcidn de x,, «,, ,, y las de-
tivadas parciales de x, relativamente & z, ¥ z, s¢ hallan dadas por
las ecuaciones

sea uno de lns determivantes menores de tercer orden que no

+ ; '5.:[) /‘ )‘" ixi-:n
dp, o dry A, : Az, hr_, dr,

8i se sustituye ahora ¢l valor de z, en la primera de las ceunoio-
nes (3), so obtivne ¢l resultado

yy=r e, 2 ¥0),

Y tencmos, como en ¢l caso anterior,

¥ ‘f \f‘l ar, “‘? ‘\/n g or,
d, o,  or, M, M, 3, MW,
o, climinando
e _3.1'.
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—

por inedio de las ceuaciones anteriores,

Mo 2f KA
dap, P SO
¥ M, VA
¥ A, M ar, M
NV T Ty
ay z,

Como los segundos miembros de estas iguaidades son nulos en
las proximidades del punto { ¢, «,, «,), Ia funcién ¢ no contiene ni
z, ni x,, y tenemos

=% (.-?/:; )‘
La segunda de las ccuaciones (3) da de igual mancra
Ya=¢ (¥, 1.

El teorema queda, pues, demostrado.

" el el P e

IMPORTANCIA DE LAS FORMAS CONGENERES EN LA MATEMATICA

rog

D. LAURO CLARIANA Y RICART

(CORNTINPALION)

“Héanos permitido apuniar algunas ideas. ,

Con diliculiad podemos estudiar directamente una forma matems-
tica, sea en sentido analftico ¢ geomédtrieo, si no asociamos & la iden
primitiva otra congénere, la cual si bion nos favorece por un lado,
cn muchos casos dicha asociaciin no es bastanle estrecha para que
dejemos de quedar perjudicados en la consecucion del fin.

De la ligereza de éste procedimiento responde la voz de algun
matemitico autorizado, cuando manifiesta que no siempro se estudian
las figuras referidas al sistema de coordenadas que pudiéramos lla-
mar naturales, Estos descuidos son mas nofables enando se eleva la
ciencia & la altura del edloulo infinitesimal.

En Ia diferencial de un drea correspondiente 4 una figura geomd-
trica cualquivra, so prescinde generalimenie del modo de ser de dicha
figura, asocidndonla 4 ojes cariesianos ¢ polares, como si ¢stos en
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todos los casos (uesen log scres mag afines 4 la forma primitiva con-
siderada.

Nos coneretarcinos 4 simples ejemplos para dar 4 comprender la
fuerza de nuestrus argumentos,

Al eonsiderar el eirculo relacionado A ejes rectangulares, hay ne-
cesidad de desarrollar la integral

f V:"-—&" dr
Tt

 fin de determinar su drea; esta integral sin duda no debe consido-
rarge comno la mds natueral, porgne Ja faja formada por dos paralelas
al eje y de las indefinidamente priximas, v que expresan la diferencial
del eirculo, es una forma que no ¢s congdénere con la primitiva, Si
tomamos luego coordenadas polares en ¢l supuesie de que el contro
del efreulo sea ¢l polo, entonees dicho eirculo ge halla expresado por
1a integral

;Q ’.?.2‘1“

correspondiente al limite de una suma de sectores, siendo estos ele-
menios ya més afines 4 Ia figura de que se trata. Cabe, no obstanie,
afirmar, que aun existe ofra fizura que 1o es mids; ésto es, el cireulo
concéntrico al primero y cuya distancia al mismo es nna cantidad in-
deflinidamente pequeiia. En dste caso la diferencial debe expresarse
por 2=y, ¥ laintegral resulta ser
'f:f!z rodr.=np?

Este sdlculo es mas sencillo v natural por haber asociado & la primera
figura la mas congénere.

Dichas consideraciones facilitan el paso 4 la Geometria del espa-
cio, pues tomando la esfera, por razones andlogas 4 las que preeeden,
podremos sentar- comno principio gue la forma natural 4§ congdnere
para expresar la diferencial Je su volumen sera el volumen com-
peondido entre dos, esferas concéntricas indefinidamente proximas,
cuya expresién es 4=yt de; de suerte que integrando entre los
limites o y », nos dara el volumen de la csfera; en efecto

‘.r 1
dmpt dp= 3T
0 3

Ahors bien, cuando s¢ pierde la curvatura regular y uaniforme que
caracieriza 4 la circunferencia y 4 la esfera, se aumenta la dificultad.
empero faciimente se concibe por lo que precede, que la forma con-
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génere 4 1a dada debe ser humotética 4 ésta, tanto si Ia figura primi-
tiva es poligonal como curvilinea, pucs para este dltimo caso basta
considerar ¢l limite de una figura poligonal,

Coneretandonos pues & la figura poligonal, debemos recordar que
la proyeccion perspectiva puede responder de la teorfa de homotecia,
comprendiendo dieha proyeceidn como caso particular el caso de ger
s rayos paralelog, base de la ignaidad de fignras. Estas dos proyee-
ciones son suficientes para forinar la base segura y tinica de toda la
freometria, y por ende el zdcalo de las cuestiones més drduas del
cilenlo infinitesimal,

En suma, las eonsideraciones anteriores, 11os permilen conside-
rar tan solo un elemento rectilineo de polfgono referido 4 su ecentro
de homotecia, segun que diche punto sea propio 6 impropio, resul-
tando un tridngulo ¢ un rectangulo, si limitamos, en este segundo
cago, la faja en la forma Inds conveniente, cuando el vértice del pri-
nmer tridngulo se aleja indefinidamente de’la base. De esta suerte las
figuras conpéneres 4 las primeras deben ser (ajitas paralelas d bases
respectivas del tridngulo 6 rectingulo, y en el supuesto de expresar
sus diferenciales.

La forma rectangular no vs indispensable en la teoria de figuras
eongdéneres, pues bastard considerar el tridngulo para la determi-
nacion de un drea cualquiera. No obstante la tenemos en cuenta,
comno tridnsito para la forma triangular, pues mientras en el reetin-
gila debeit siponerse variables Ins dos eonstitutivos del drea dife-
roncial, en el tridngulo deben imponerse variables los dos econstito-
tivos del drea dilerencial,

L.as dilerenciales de dreas, en los dos casvs supuestos, estaran
expresadas respectivamente por:

h4-b"

da, b da,;

llamando & y & las dos bases de la fajita correspondiente al tridn-
gulo, y @ su altura, 4, y &, la hase y altura del rectingulo. La prime-
ra diferencial puede expresarse por

_b:|_-_f»2— b da=bda— i b:)dft '

Asf pues, el drea total del tridngulo seri:

) rﬂ . b '1“ dbh.da ’ ha ba
Q- oy =ba-— = :
. "‘ o) O/ O 2 2 2
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En cuanto 4 la segunda diferencial; &, d 2, nos da:

iy
J boda,=b a;
. . ¢
drea del rectigulo.

Estas consideraciones son suficientes para llevarlas al drea de un
poligona cualquiera, empero si se trata de una figura regular, enton-
ces puede tomarse como cento de homoteciz el mismo centro de
ligura, apareciendo mejor en este caso la analogia con las figuras
congéneres del circulo, pudiendo eontinuar aiin dicha semejanza
para los poliedros regulares.

{ S¢ concluirdg)

T = e

L0S PROGRESOS DE LA GEOMETRIA DEL TRIANGULO EN I890.
ror M. E. VIGARIE

{ Continuacidu )}

En fin, M. Catalin resuelve el probiema siguiente ;

Lag rectas AM, BM, CM encuentran en U, ¥V, W 4 los lados BC, CA,
AB del tridngulo ABC. Deferminar : 1.0 las longitudes x, y, z de las
rectas AlJ, BV, CW; 2.0 las distanciazs AM =n, BM =, CM =,

M. Catalin, después de haber heeho BL =a', CU=a", ... olliene

'+ e —aa'a

at —
a

1

con expresiones andlogas para y* y :%; ademés

u ry W

sen B senz  sen (e+P’)’

ah"r by e
= M=

“abrab T wtre e

"

designando =, %", ', 8, ¢, ¥ respectivamente las longitudes AW, AV,
BU, BW, CV, CU.

Debemos también consignar otras Memorias, debidas 4 M. A, Mii-
ller, é insertas en los Archivos de Grunert-Hoppe (1890):
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Lo Ueber den Brocurd’schen Kreis als gemmetrischen Ort und die
dunselben vereandten Kegelschnittschaaren (26 piginas),

20 [leber Kegelschuitte die zv dan verallgemeinerten Brocavd schen
Diveiecke in Beziechwug stehew (44 paginas).

4. Fucos pe Stuser. MM. Neuberg y Gob ¢sur lea foyers de Steie
ner d'wn triangle, A, F., Paris, 1880, pp. 179-196) 1laman foras de Stei-
rer, en un tridngulo, & los focns de ia elipse que toca & los lados en
sus puntoes medios. Han expuesto de estos puntos un eonsiderable nii-
inero de propiedades, de las cuales las principales son las siguientes:

i.e 8ige transformna un triangulo porv polares veciprocas, toman-
{lo eomo centro del eireule director el punto de Lemoine K, este pun-
to serd un foco del tridngulo transforwade (proposicién debida &
M. Hadamard. Journal de math. spéciales, 1855, pig. 41). .

2.0 8i I es un (neo de nna ¢éniea «ue toea 4 los lados del tridn-
ulo ABC en log puntas A', I, (7 1as rectas FA', FB, 197 serdn las,
isngonales de las rectas FA, FI3, FC con relacidn & los dngalos BFG,
(FA, AI'B. Lacega, si I s un foco de Steiner del teidngulo ABC, las
rectas AF, BIF, CF serin las simedianas de los tridngutos BFC, OFA
AFB.

3.0 Los focos de Steiner de un {rigngulo gon los puntos de Le.
inoine de sus tridngulys podares,

4o El eentro de gravedad (4 de nn tridngolo es un foco de Stei-
ner de su tridngulo podar,

H.0 Las rectas que nnen los vértices de un tidangulo 4 un foeo
de Steiner son inversamente proporcionales 4 los senos de los dngu-
los bajo los cuales se ven desde este foco los lados opuestos de ABC.

f.o SBiendo K ¢f punto de Lemoine de un tt’tungu[o ARCy O, O,
U4, O, los ecntros de los circulus eirennseritos 4 los tridngulos
ABO KB, KOA, KADB, los pantos (Y y K son log focos de Steiner
del triangulo (00 Los cuadrvibteros 0BG, BCURA, OAOH son
equivalentes.

7.0 Sean K,, A' los puntes e interseeeitn de ja simediana AK
con las eircunforcencias AB(, KBO, K, es un foco de Steiner del
tridngulo A'IVC.

82 Siendo I el ortocentro del tridngulo ABC, témense sobre
HA, HB, MC las longitudes JTA', 1B, HY iguales 4 las alturas co-
rrespondientes : 11 es un foeo de Steiner del triangulo A'B'C'

8.0 Sea @ el punto de Brocard d2 ABC tal, que QAB=QBC=2CA,
Tracense las rectas M, 8N, QF paralelas 4 BC, CA, AB y terminadas
on M, N, I, on (A, AR, BC. 2 esan foer de Steiner de MNP,
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10. El centro de gravedad de ua tridngulo ABC es un foco de
Steiner del segundo triangulo de Brocard A,B,C,.

11, Sean A'B’C el tridngulo podar de ABC con relacidn al punto
de Lemoine K, w y w” los 4ngulos de Brocard de los {ridngulos ABC,
A'BC. El ingulo w depende vinicamente de w,

{.os Sres. Neuberg y Gob han dado también varias proposiciones
que se refieren & los dngulos de Steiner. Llaman asi 4 las mitades de
los dngulos, on los vértices, de dos triingulos isésceles equibroca-
dienses con el tridangulo dado. Ei menor de estos dngulos es el pri-
mer dngulo de Steiner, ol otro es el segundo dngulo de Steiner,

5. Esee pe Sreiver 2 uirérBora pe Kieperr. La recta que une
los focos de Steiner y 1a que es perpendicular en el punto medio de
la recta que une estos dos puntos, son 108 ejes de la elipse méxima
insorita al tridngulo y también los de su anticomplementaria: Is
elipse de Steiner. Por este motivo los Sres. Neuberg y Gob (Sur les
.axes de Steiner et Uhyperbole de Kiepert. Asoc. Franc,, Paris 1889, pi-
ginag 166-179), han llamado & estas rectas e¢jes de Steiner. Siendo los
ejes de la hipérbola de Kiepert paralelos 4 los de Steiner, el estudio
de estos tltimos debfa conducir 4 un estedio de la cdnica de Kiepert;
esto es 1o que han hecho los Sres. Neuberg y Gob. Después de haber
dado, para mas claridad, nuevas demostraciones de proposiciones
ya conocidas, los Bres. Neuberg y Gob hau dado & conocer numero-
gas propiedades de los ejes de Steiner y de la hipérbola de Kiepert.
Véanse las mas importantes :

1.+ Los ejes de Steiner son las rectas que unen el centro de gra-
vedad G 4 los puntos de interseccidn de la circunferencia que tiene
por didmetro GH (siende H el ortocentro) con la recta que une el
punto de Lemoine K al punto medio de GH,

85i se reemplaza H por otro punto de la hipérbola de Kiepert, se
tiene el teorema siguiente :

2.8 Una secante cualquiera, trazada por el centro @, de 1a hipér-
bola de Kiepert, encuentra 4 los ojes de Steiner en dos puntos por
los cuales se trazan paralelas & estos ejes; el punto de interseccién de
estas paralelas describe la hipérbola de Kiepert.

3.2 Sean mg, ms, m. las intersecciones de los lados homdélogos del
teidingulo complementario A'B'C’ y del {ridngulo ortocéntrico Askshe
de un tridngulo dado ABC. Por estos puntos se puede hacer pasar
uaa infinidad de tridngulos papsp. inscritos 4 ABC y perspectivos con
ABC, El Jugar de los centros de perspectiva es lahipérbolade Kiepert.

4+ Los lados del tridngulo mamsm, tocan 4 Ia hipérbola de Kie-
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Perten A, B, C; ¢l ortocentro de seamgm, coincide con el centro del
¢frculo de los nueve puntos de ABC; 1as reclas Ame, Bms, Cie, son
perpendiculares & Gl).

58 Los ejes de Steiner son paralelos & las rectag de Simson de
loa exiremos del didmetro OK de la eircunferencia ABC.

6.2 Dadas dos elipses concéntricas y homotéticas, Ja normal en
un punte M de la elipse intorior corla 4 los ejes en los puntos I, @, v
la tangente en M encuentra i la elipse extevior en R, 8, Los dngulos
RPS, RQR son constantes.

7.» El lugar de los centros de las c¢dénicas eircunseritas & un
tridngulo dado, y cuyos gjes tienen direcciones dadas, es una hipér-
bola equildtera transformada por puntos inversos y por puntos anti-
complementarios, de un didmetro de la eireunferencia circunserita al
triinguio,

Ia proposiciin (6) da la nocidn gencralizada del dngulodeSieiner.

6. Senries prE PUNTOS NOTABLES,  Si se combinan entre si as eoor-
denadas de uno 6 de varios puntos del plano de un tridngulo, se da
origen 4 otros puntos que en general, poseen, con relacion 4 los pri-
meros, prapiedades notables. Partiendo de aqui, M. Ponlain ¢(Swr
quelgucs series de points remarquables dans le plan du triangle Mathe-
sis, pp. 246-221) ha resuelto los problemas siguientes

1. Dados dos puntos M, y M, en el plane del tridngulo ARBC,
construir un tercer punto M, cuyas coordenadas baricéntricas sean
iguales i los productos 2,2,, B,B,, 1,7, de las coordenadas (2,,8,.7,),
(2, 8,7,)de M, y M,

20 Dados dos puntos en el plano de un tridangule ABC, eons-
truir un tercer punto cuyas enordenadas baricéntricas sean iguales
# los encientes de las ecoordenadas bariedintricas homdlogas de los
puntos dados.

Despuds de haber dado diversas construcciones de estos puntoa
¥ estudiado ciertos casos particulares, M. "onlain indica algunos
puntos notables.

El punto cuyas coordenadas baricéntricas son (27, Bhv | ye#)
(zsen* A, Baon*B, ysen®C), siendo =, 3, vlas de un punto dado
M, es el ainusien de orden n de M. Inversamente, este tiltimo es el anti-
sinusien del primero, 6 su sinusien de orden (—»), Si el seno se halla
reemplazado por el coseno 6 por la tangente, se tiene el cosennsien 6
e} tangentien M M da origen 4 tres series de puntos,

115 Transeribimo s <Jn variar e«as pueeaa depaninaciones. N, def T,
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=i se muolliplican [os dngalos por 2 6 i—, 46 i

nuevas series que en el casa de log senos pueden Hamarse dodle si-
nusien y el semi-sinusion, ete,

Terminando, M. Poulain da una eonstruccion de estos puntos;
despuds indica ciertas pacticularidades que se presentan en este
trazado,

, ele...., se tienen

7. Cizcrno pE Lus NUEVE restos, Dos demostraciones 0 del
teorema de Feaerbacl se han dado, La una, debida 4 M. Milne, fué
comunicada por M. Latbaletteicr (J. IS, IS804, pp. 3-3); M. Lauvernay
indicd la otra (J. E. 1300, pp. 183-195), Estas demostraciones son no-
tables por su gran sencillez,

8. Cincvro pe Foueaaxs,  Este circulo es ¢ que tiene por dia-
metro la recta que une el ortocentre H al punto de Nagel v, Ha sido
estudiade pov M. Fuhrmann (Sar wn nowrvedn corcle assocd d un tricn-
gle M. 1890, pp. 105-111).

8i AWC y A"B'C son tridngulos complementarios y anticomple-
mentarios de ABC: A, B, C, A, B,, ", los puntos en que el eirculo
circunscrite ABC corta i las biscetrices Al BI, CL, v i las rectas que
wnen entre si los centras Ie, 1, Lo de los ¢irenlos ox inseritos, so
ticnen las propiedades siguientes :

 Ls Bean A, B,, C,, los simétricos de A, BB,, C, eon relaciin i
BC, CA, AB. 1! triingulo AL, se halla inserito al eireulo de
Fuhrmaun y es simdtricamente semejante 4 los tridngulos ABC ¢
]«I{;Ic.

28 Se toman svbre las alturas AlL B, Cil del tridangulo ABC
lns ssgmentos AA, BB, CC, iguales al didmetro 2r del circulo ins-
erito. Bl tritngulo A,B.C, se halla inserito al circule de Fuhe-
mann; ademds cs simétricamente semejante 4 ABC,

34 I ¢s el centro de perspectiva de los tridngulos ABC, ¥
ABC.

4% 1es el punto doble de los tridngulos simitricamente seme-
jantes ABC, A B.C, y también el de lostriangulos A,B,C,, A BC.

§3 Sean I'g, I'y, I'. los siméteicos de I,, Iy, ., repectiva-
mente con relacién § las rectas BOY, CA, AB. Las eircunferencias cir-
cunseritas 4 los tridngulos BCT'w, CAI'y, ABI. y las reclas Al

*) M. Clemonte Thiry ha dsdo nna (Marhesie, 1RSG, p. 1My que ha xjde reproducilda por
M. Cataldn, rfue s bahia obtenida por sa parte o [a Nota titwlada : Quelines formules relatives
am.c Lrigngies vectiligaes,
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BI'4, CI'c, pasan por un mismo punto R, Los lades del tridngalo
A,B,0, son perpendiculares en los puatos medios de las rectas AR,
BR, CR. Ty R son pnntos gemelos.

B2 Eleje de homologia de los triingulos A,\BR,C, ¥y A,B,C, ¢sper:
pendicular en el punto medio de Ja reeta IR y toea, en este punto, al
cireulo inserito 4 ABC,

72 Kl cireulo inscrito 4 ABC y ¢l efrenlo de fos nueve puntns se
tucan en el punto medio de la reeta TR,

e Las reetas ALA,, BB, (0,0, cacuentran respectivamente 4
BC, CA, AB en tres puntos V., Vi, V. situados en la tangente
comin al cireulo inscrito y al circuln de los nueve puntos,

9.8 Tas perpendienlares hajadas desde A, B,, ©, sobre los lu:los
opuestos del tetangulo A BC, eoncurren en un punto S Jdela civeun-
fereneia 0. Este punto se halla situado en la reeta Ovy es, en el triin-
galo ABC, la homdloga del punto v considerado en el tridngulo
AL

1. Las perpendiculares hajadas desde A, B, C sobre lns lades
opuestas del trigngolo A B, concueren en un mismo pungo T de la
circunferencia ;. T y 1 son puntos homdlogos de los tridngulos
ABC, ABCL.

11. Kl ¢je de homologia de los trianpnlos ABC, A DY, s por-
pendienlar a HT.

12, Las rectas dobles de log trigngulos inversamente seoejantes
ABC A DB, enenentran a las altueas AH, BIL O de ABC en pun-
tos (X, Xy Xe), (X7, X'p, X'e}, tales, que se fenga

AN =BNp=ONe=R—=d, AN, =B\ =CX".=R4d,

siendn d 1a distancia OL
Muthesiz publicari nlteriormente, investizaciones de M. Mansion
que forman un complemento al articulo de M. Fulrmann,

9. Pardnonas pe Awrzr. Fstas pardbolas forman dos grupos:
gon canfocales dos 4 dos, y tienen por foens los vérlices A,, B3,, C,
del segundo tridgngulo de Brocard. '

Kl primer gropo (P) contiene las pardbolas P, , Py, P. tan-
gentes a los lados del teidngulo en los extremos del tereera,

El segundo grupo (Q) contiene las pariholas langentes i las dos
bisectrices de un Gngulo y 4 las medianas correspondientes.

Lag parabolag { I*) han sido consideradas recientemente por M. de
Longchamps.

Degpuds de mber dado ana demosteaeidn elemental (1 R 159-151)
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de la férmula gue da el pardimetiro de estas curvas M. de Longchamps
ha dado & conocer, (Sur les paraboles de Artzt, J. 8, 1890, pp. 149-151)
propiedad siguiente:

Si A, B, C son los puntos comunes 4 Py y Pe , Py P, Pay Py,
las tangentes en A’ 4 Py y P son respectivamente paralelas 4 las
medianas trazadas por Cy B. De lo que resulta este teorema: Las
pardbolas (P') se cortan en los puntos A", B, C; las dreas de los tridn-
gulog curvilineos que determinan estin dadas por las {6rmulas:

ACB = CAB =BA'C =

81

En esta nota M. de Longchamps da 4 conocer también cierta elip-

so U cuya ecuacién baricéntrica es:

AlBC, AURB=BAC=CHA= ;:I ABC.

H¥at=11348,

¥ cnuncia con esie molivo ¢l teorema siguiente:

1.0 La elipse U tiene por centro ¢l centro de gravedad G def bridugu-
lo. 2.0 Pusa por los puntos A, B, U (centros de gravedad de los lridnga-
loy AGB, BGC, CGA} contuncs & lus pardbolas (P). 3.5 Los semi-cjes 2, §
de eala elipee se hallun dados por lus formulas

gl drea ABC s..+ﬁ,___2_|f¢’+b‘+c"_l
T ety - 1 ’
{ S¢ concluird )
L SWAERl o) e Len W,

MEMOIRE SUR LE TETRAEDRE, SUR LE POINT DE STEINER
ran M. NEUBERG

Ya en ¢l niimero 4.0 expusimos algunas nociones sobre la Geo-
metria reciente, extractadas de 1a obra ¢ue publicd el profesor Casey,
con objeto de poner al corriente 4 nuestros lectores en lo que se con-
timiia haciendo concerniente 4 este género de investigaciones.

Basta recorrer ol articulo que acaba de publicar M. Vigarié en el
Journal de Muthématiques élsmentaires sobre los progresos de la Geome-
trin del tridungulo en 1890 (del cual continuamos publicando una
traduecidn en este mimero del periédico), para convencerse de cudn
vasto es ya el campn por el que se extiende esia rama geomdtrica, y
cuin necesario.es reunir todo {o ya establecido en una ohra comple.
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ta, y do una manera gistemética. Efectivaments, en este trabajo que
enumera y resume lo mis reciente de tales investigaciones, se trata
de los puntos asociados tripolarmente, de los puntos gemelos, de las co-
ordenadas de inercia de M. Cesiro y del trabajo del mismo sobre las
coordenadas baricéntricas, Accrca de las fyuras semejantes, del civeulo
de Fuhrmann, de las pardbolas de Artzt y de Mandart, etc., todo lo
cual exigiria recorrer las péginas de los periddicos matemiticos de
MM. Longchamps y Mansion, donde se hallan dissminados estos re*
sultados que constituyen la Geometria reciente.

Con objeto de facilitar este estudio, hoy hemos de limitarnos 4
extractar algunas ideas de M. Neuberg que encaminadas & este fin,
permiten ilustrar al lector en lo mis esencial de tales investigaciones.
En su Mémeire sur le teétraédre ) e propone extender al espacio lag
proposiciones concernientes 4 los puntos de Lemoine y de DBrocard-

Como preliminar necesario enuncia desde luego las proposicio-
nes capitales de la nueva Geometria, de 1as cuales algunas hemos
publicado en el anterior nimero de este periddico, y que M. Neuberg
comprende bajo el epigrafe de puntos y circulos de Lemoine y de Bro
card.

Despuds pasa 4 exponer las fransformaciones arguesianas. Con
este objeto pasa del examen de las coordenadas normales y baricen-
tricas de un punto M con relacién & un fridngulo, 4 las mismas con
relacidn 4 un telraedro,

Definidas lus coordenadas baricéntricas de un punto M ¢on relacidn
al tetraedro A A,A A, por la proporeidn

ity eyt =T8Tyl T T3, T3,

on la que p,, sy 1y 1, 800 proporcionales & los voliimenes MA,A,A
MA,A A, eto. 8,, 3, 3, 8, son proporcionales 4 las distancias de M 4
_ las caras del tetraedro, y T,, T,, T;, T, s0n las édreas de las caras de
éste, define el plano de homologia de los tetraedros A AAA, ¥ el
M,M,M.M,, de los cuales el dliimo estd4 determinado por los puntos
de encuentro de la interseccidn con cada cara de la rocta trazaeda por
M y por el vértice opuesto del primero y ¢l plano polar de M oon
relacién al tetraedro T.

Define dos puntos M y N como conjugados isogonales oon rela-
cién & un tridngulo ouando las coordenadas normales del uno son
inversamente proporcionales & las del otro y lo son con relacidén al
angule AOB, cuando éste y el 4ngulo MON tisnen la misma bisectriz;

(*} Bruxelles, Mayer, imprimeur Run de Louvain, 72 phg. 1984.
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siendo ON la polar isogonal de M y formando los rayos OA, OB, OM,
ON un har isogonal.

Si Ma, My, N., N; son las proyecciones de M y N sobre los
Iados del dangule AR, se tiene, coma se vid en la pagina 77 de cste
periddico, que MM, . NN,y MMg. NX) son iguales, que M ¥ N son
tos foens de una ednica tangente 4 OA v OB, que en un tridngulo las
proyecciones de dichos puntos sobre tos lados son seis puntos de
una cirsunferencia, etc. Y las mismas peopicdades se verificariin
para el triedro, Asi, por ejemplo, 1ag proyeeciones de M vy N sobre
las tres caras e un teiedro se hallan en wna saperficie esfiviea cuyo
centro se encuentea en la recta MN,| ete,

En enanto al tetracdro, 1os planos polares isogonales de M con
relacidn 4 los seis diedros conenrren en un mismo punto N, las dis-
tancias de M 4 Ias caras del sidlido son inversamente proporecionales
4 las de N d Ins misimos planos, las proyecciones de M ¥ N sobre os-
tos planosg se hallan sitnadas e nna saperficie esférica cnyo centra
estd en el punto medio de MN y los puntos M. N son los foecos de una
superflicie de segundo orden inscrita al tetraedro.

Ademis, Ia eonsideracidn de lag proyecciones M,, M, M, M, e
M sobre las eavas del tetraedro conduce al teorema de Steiner :

8t las perpendicalaves teazadis por lag vivtives de un tetraedro
M, MMM, robee las caras homilogas de atee tetvaedro A AN A | coneu-
rren en nn punto, las perpendivularer frazadas desde lon veptices de
AALA A sobre lus carax de M N MM, tambdidn concurrvirin en wn
punto, teorema del que da M. Neaberg una generalizacidon en su teo-
ria de las cwdidruples hiperboluidicns o sistemas de cuaten reetas tales,
que cualquiera otra recta que encuentra tres rectas del sistema se
apoya también en la cuacla, sirndo estas rectas las generatrices de
un mismo sistema de un hiperholoide.

1’asa M. Neuberg 4 examinar lus superlicies de segundo orden
cirecunseritas al tridngulo de referencia gue permanccen invariables
por vaa transformacidn isogonal, presentando las ecuaciones de las
analagmdticas isogonales ¢ isotdmicas, 1o que le pernite anunciar la
oxistencia de tres hiperboloides analagmdtivos representados por tres
fonacionen

> A An A Noa
5"3‘-_[:’110:‘20, 60,1050, 4,518

PR | e sy =0,

Ea el articulo dedicado al punte del minimo de la suma de loa cva-
drados de las distancias d planos dades se hallan extendidos varios
teoremas relativos al caso del tridngulo al ¢aso del tetraedro, el pun-
to L tal, que la suma de los cuadrados de sus distancias § las earas
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del tetraeden os un minimo, es el punto K de Leinoine en ¢f triangulo.
I punto L.y el G de gravedad del tetraedro son, comn en la Geome-
tria del tridngulo, eonjugados isogonales, y el Li ¢s el centro de grave-
dad del tetraedeo 1,1,1 41, Tormadoe pog sus proyecciones sobre las
earas del tetracdro T,

Ademis, los planos trazados por 1. paralelamente & las caras
MACAL AAAL AAA, deteeminan nn paralelepipedo, euya diago-
nal AL pasa por of centeo de genvedad N del tridngulo N NN, de-
terminado por bas interscectones de cada uno de dichos planes pa-
ralelas con las avistas A A, AL\, A A,y considerando las lees ex-
presiones distintas del volnmen del paralelepipedo, obtiene M. Neu-
berg las igualdades

ANNT, SANN LT, =ANN,L T, @

que, & cansa de la analogia con la relacion (de igualdad de produc-
tns) fque determinan dos rectas antiparalelas en un dnguto, Je permi-
ten dar 4 conoeer los trisngulns A AA Yy N NN, bajo 1a denomi-
nagion de seceiones wtiparalelas de sequnde especie en ol triedro A,

De aniloga manera que para el tridngulo, una esfera que pase
por Ins tres puntos A, A, A, encuentra 4 las aristas A A, A A,
AL A, det tetraedro T en tres puntes N, N, N, tales que NN, ¥ AA,,
ete. son antiparalelas, de manera que la seeeidn N NN, es anli-
pacalela & Ta A ALA, con respecto al teivdro A

No segniremos & M. Neuberg en la multitud de proposiciones
que establece al teatar de las euddruples hiperboliidicas que 1o perni-
ten generalizar el teorema de Steiner arriba eitidn, ai en las teorias
de las rectas concnprentes, del tetraedro isodindmico (aqudl en ¢l cual
los productos de Jas aristas opuestas son iguales), del enadedngulo
Esodindmien, del tetvaedrs Bdgona y del tebraedro involutive que cons-
tituyen su interesante trabajo sobre el tetraedro, pues ol entrar en
estos desarrollos nos ilevaria mas alla de nuestro propésito, limitado
i indicar los puntos eapitales de esta extensidgn que hace M. Neu-
berg al tetracdro de la Geometria de tridngule.

Poco diveains de la nota Sur & point de Steéner que fué publicada
anteriormente en o Jowmrnal de Mathématiques spéciales (1886) pues,
tanta es la doctrina contenida en nn corto nitero de paginas, que
stlo puede formarse idea de tan interesante irabajo, leyéndolo por
completo,

(*)  Las drens Ty, T2 Ty dolas caran Ag Ay Ay, Ay Ay Ay Ay Az Ag son proporcionalea,
vomo on 1a Geometria el trifngalo, & 1as distancias del punto L A lax vares del totrsedro,
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Sin embargo, diremos inicamente que, siendo A A,A, un tridn-
gulo cualquiera, O el centro del circulo eircunscrito, G el centro
de gravedad, H el punto de interseccidn de las alturas, E la elipse
circunscrita, cuyo centro es (1, el circulo O y Ia clipse E tienen un
cuarto punto comiin R, del cual Steiner ha consignado las propieda-
des signientes :

Los circulos osenladores d la elipse en los puntos A, A,, A, se cor-
tan en R.

La normal trazade por R ¢ In elipse pasa por el simetrico de H con
relacion (1.

El punto B pertenece & las tres circunferencias que p asan por un ver-
tice del tridngrlo A A A, ¥ por el simétrico de los otros vértices tomados
von relacion d @,

Este puato es idéntico al que M. Tarey ha designado por la letea
R, para cl cual propone M. Neuberg Ia denominacién de punto de
Steiner,

Para obtener algunas propiedades del punto de Steiner haee uso
M. Neuberg de la transformacion por polaridad trineal,

Siowr tux, e, =0 es la ecnacién de una recta n» que encuen-
tra & los lados del tridngulo fundamental A,A,4, en N, N, N, los
conjugados armdnicos de las rectas AN, A,N,, AN, con rela-
cijn 4 log dngulos A, A,, A, del tridnguio, tienen por ecuaciones

W e, — 6,7, =0,.. ¥ concurren en un punto N cuyas coordenadas son

l—, ! , -I-, estableciendou M. Neuberg eon M. Mathieu (Nouv, Annales

LN T

1865) que N es el polo trilineal de n y que » es la polar trilineal de N,
Considerando enseguida M. Neuberg la ecuacién de uns cénica

U circunserita al tridngulo de referencia A AA;:

+ LT

roox, Xy

Iy 1o

¥

observa que la polar trilineal de un punto cualguicra {x,, r, 2,) de
esta eurva pasa por un punto fijo cuyas coordenadas son [, L, T
este punto fijo, al que llama pele de homologia de U, es el contro de
homologia de A A A, ¥ del tridngulo T, T,T, formado por las tangen-
tes en log puntos A, A,, A, 4 ]a cinica.

Aplicando M. Neuberg las nociones establecidas al eirculo O y 4
1a elipse E, y suponiendo que K, K,K,, G (i,G, son los tridngulos po-
lares de A, A,A, con relacidn 4 estas curvas, de que el polo de homo-
logia del circulo es el punto de Lemoine K, el de la elipse es el cen-
iro de gravedad G y 108 gjes de homologia son, respectivamente, la
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polar & de K con relacion al cireulo y la recta en el infinito g, dedu-
ce que : 1.2 of punto de Steiner es el polo trilineal dele recta que unc ol
punto de Lemoine al centro de gravedad; 2.0 lag rectas K,Q,, K, G, K (i,
3¢ confunden con los lados del tridngulo R,R,R,.

Finalmentr, de las muchas propiedades deducidas por M. Neu-
bery, sélo citaremos que: ol punto de Steiner ¢s el conjugude isogonal
con el punto gituardo en el infinity sobre K, que : Todu eonica 1 cirewns-
erita al bridagule fandamental A A\, tiene por transformada por pun-
tos reciprocos la polar trilineal del veeiproeo de su polo de homologin.

En particulac, la elipse E es la transformada isotdmieca de la recta

en ¢} infinito, ete,
7o U, pr (JanbBANO

T 2 LN

VORLESUNGEN UBER DI ALGEBRA DER LOGIXK (EXACTE LOGIK)
vox Dx. KERNST SCHUDER

Lia Futroduccion & 1a obra consta de 125 paginas en las que oxpo-
no el Dr, Schrider extonsas consideraciones sobre el carvdcter y li-
mites propios del problema del Algebra de la logicea G loyica amtteni-
tica (exacte logik) tratando de la induccidn, dedueeidn y el juicio
induetivo y eontradietorio, del snjeto pensante de sus representa-
ciones y del ohjety,

La introduecion, en suma, ez un estudio eritico del problema que
constituye la obra, no sdlo exaniinado en 8 y conforme al eriterio
pursonal del Dr. Schrioder, sino basado también en cuanto se ha edi-
ficado en este género de investigaciones por los fildsofos ¥y matemé.
ticos, partiendo del sistema de Boole.

Seria prolijo enumerar los egeritores i que ha consultado ¥ d que
haee referencia el Sr. Schrider, exponiendo ademas juna larga lista
obras al final del primer toma que hasta ahora ha aparecido,

Nos limitaremos 4 citar 4 Bain, Boole, Cayley, ¢ Note on the calvu-
tus of logic “The Quaterly Journal of pure and applied mathematics),
Clifford (on the types of compound statement involving four clases, etc.),
Dedekind ¢ Was gind und vas sollen die Zahlen?) Delboeuf, Logique al-
gorithmique, Morgan (Formal logic, ele.), los escritus relacionados
con ¢l asunto de M. Drobisch, Euler, _(Girassmann, W y William Ro-
wan Hantilton, Jevons, Kant, Lambert, Liard, Lipschitz, Peano, Peir-
ce, Schifler, Spottiswoode, Stolz, Ucherweg Wundi, eon o cnal se
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formard el lector idea de la amplia base sebre que descansa la obra
del Dr. Belieiider, reservindonos el tratar de las impartantes ideas
desenvueltas por eslos ¥ otros escritores para nuesiro articulo pro-
ximo 4 aparecier sobre ol sindholisimo del Algebra wmoderna,

Principia 4 entrar en materia estudiando el juicio eategurieo que
presenla bajo la forma de teorama que nne A un sujeto un predicado,
expresindose esta union por medio de la edpola “eet,

Para expresar esta relactdn einplea el Ne. Schrider un signo es-
pecial Cademis del signo = tomado de la Matemitica. Asi

*{toda) aro es metal™— “(toda) sal comin s elorare de sodio®
S¢ expresard como sigue
aro € metal, sal comin=clorure Jde sodio

¥y euando cmpleanrs una igaaldad tal eoino «=4, expresamos que
sus dos miembros son inicamente nombres distintos de wne ¥ o
mismy objeto del pensamiento.

I oweo signo €, 1éase sudordinade (subordinirt), 3 la velacidn «€h
se llama una subordingeion, asi como el signo 3 sc lee cupraordinads
(#beigenrdnet, superordinirt).

Lia relacién existente, en el ejemplo arriba pucesto, entre “oro® y
“metal” es esencialmente la misma que existe entre una especic ¥ of
género & que estd snbordinada, ¢ bien entre un individuo ¥ una es-
pecie 4 que este inclividuo pertenece en anidn con otros. Kn gene-
ral: eapecie (o s genero,

La edpula ~es* expresara yala una, ya la otra de ambas relacio-
nes representadas porlos signos € ¢ =, mediante un siono compues-
to de ambos “C* © para hacer por st sido mis comprensible ol pensa-
mienio. iste signo se leerd snbordinadn o ignal pudiéndose decir que:

El juicio categdrico expresa siompre qure ol sujeto (el coneepto-nijelv)
ge hulle subordinuda al predivado {conceplo-predicadn) & o3 idontice con
el mismo, siendo

sujeta O predicado
la forma comiin de tudos log juicios categivicos,
Una afimacidn de la forma
alb

o8 una subsumpeion (aubsumtion) 6 coordinacion (einordnung), siendo
dicho signo el zigno de subsumpeion. (aubsymtionszeichen ),

™" Enlaimpoalbilidad de emplear f signo tipogréfleo de que ae sirve ol Sr, Schridder,
nanmon ol més aproximado gue le podemos nuslityir.
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Pero 1a snbsumpeion da lugae 4 la relacidn inversa en que d ya
sr substituyen entre si. Kl contenido de las proposiciones envueltas
en las férmulas

alh, b,

puede reproducirse exactamenle por medio de las siguientes propo-
siciones: :
Tudo a 3 b, pero no fodo a es b,
Todo a e2 b, y ademis todo b ¢s a.

Evidentemente estos dos conceptos se exclnyen. Nuneca pueden
ser los dos etertos al mismo tiempo, pueste que ¢l segundo contea-
dice al primeruw.

Desarrollando esta cuestion capital de la suitbordinacidn, pasa el
Sr. Sehiteder 4 examinar las expresiones numdéricas de varios signi-
ticados. (Hserva que ln raiz cuadrada es una operacidn, en general,
de dos significados, y esceribidndose v 9 =8, v 9 = — 3, se lega &
la conclusidn erednea —3=+4, paradoja gue depende del empleo
poco preeiso del signo de igualdal,

Para tratar esta cuestion correelamenie ¢s preciso distinguir
desde luego cuidadasamente en la representacién, la raiz cnadrada
considerada como de miltiple signilicacion, y distinguir ol valor go-
neral del principal, siendo aguel, no un valor propismente dicho,
sino una clase complety de valores, Asi, entre fa raiz enadrada miilti-
ple ¥ cualquicra de sus valores existe realmente la relacidn de sabor-
dinacidn del individuo denteo de ln elase que lo comprende, lo cual
indujo & Cauchy i emplear un paréntesis para designar el valor prin-
cipal. .

Enlasconsideraciones preliminares que desarrollael Se. Schiderso-
bre la representabilidad del juicio come jnicio coordinatorio (aubsum-
tionsurieile, ) trata de los juicios no categdricos expresados mediante
COnjuUNCIiones CONMY &,..., {t8i,.., o bicn,... ete,, maniliesta que solo tra-
tard, cn cuanto por su contenido logico sean representables mediame
el signo de subsumpeion. Observa que la relacida entre el concepto
del sujeto y el del predicado sigrifica una relacién de eircunserip-
cidn ¢ Unfangsverhilinisse ) representable por la expresidn 2 € 4, La
claso del sujeto seJialla totaimente comprendida en la clase del pre-
dieado.

Despuds de tratar de [a inclusidn de los objetos del pensamiento
como individuos de una clase, pasa i exponer la teorin del edlenlo
identico con dominios de una vaviedad, principinndo por reenrdar
emplen del dingrama de Koler, mediante ol cual, ya esferas o ya cip-
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cunfercneias en un plano sirven para representar la circunseripeinn
o cierta clase de un dominio en el espacia,

Para ello, parte del supuoesto por el que se dié una variedad de
elementos, ya sea la variedad de puntos er la superlicie de una pi-
zarra 6 de un papel, variedad que retenemos en el campo  de nues-
tra ateneién de una manera permanente. sin preocupacnos de los
objetos exteriores & la misma. La naturaleza de esta variedad, asi
como la especie de sus elementos se halla representada & discrecion
nuestra, debiendo ser las consideraciones universules, y exigiéndose
la condicién de la realidad para cada variedad imaginada de cual-
quier clase de clementos, pudiéndose admitir: sobre todo, la variedad
de los puntos del espacio, ademis la variedad dJde todas las rectas
imaginadas en el espacio, ¢ tambien los puntos de una recta determi-
nada ¥ ulteriormente la variedad del punfo-tiempo (Zeitpunkte) de
eapacio-tiempo (Zeitraum), ete., ete,

A cnalquier agrupacién de elementos el Sr. Schider 1a llama do-
minio. Estnos dominios pueden consistir en: puntos aislados, lineas y
superficies ¢ en una figura cualquiera dibujada en {a pizarra, Y con
ubjeta de cselarecer los teoremas generales del caleuln en cuestidn
acude 4 la representiacidn de sus leyes por medio de superficies ro-
lneionadas entre si, 6 la manera que se hace por medio de superlficies
circulares, en ol diagrama de Enler.

KEmplea el Sr. Schriider las letras a, 8, c,... para designar los do-
minjos, y funda las leyes de este ciiculo en las formas generales del
razonamiento matemdtico por las gue la grometria de Euclides ha
servido de modelo, para reconocer después que en las conclusiones
de estas demostraciones se han empleado selamente log prineipios
sle este cileulo; y trata de los diversos empleos de las letras emplea-
das eowo signos yenerales, as{ como de log signns de operaciones y
relaciones. Observa ademis que los elementos de la variedid que
considera, pueden llamarse también indiriduos, pudiéndose ofrecer
asimismo los “dominios” de esta variedad como sistemas y como
clases de tales individuos, y llegarse a considerar como tales indivi-
duos objetos cualesquiera del pensamiento, hasta el punto de que re-
sulten eontenidos en una elase general supraordinada (#bergeordnete).

Respecto al dualisine 6 reciprocidad que se observa en la adicidn
¢ multiplicacitén, de modo que los teoremas correspondientes se ofre-
cen con cierta simetria, adopta ¢l empleo del sufijo 6 subindice +
x al enunciar dichos teoremasg en toda la exposiciin de la obra.

£Se coneluird), Z.ooe 7.
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VARIEDADES

Ruvista 11 MATEMATICA DIRETTA LA G, PEano.—Entre lag muclhas -
publicaciones periddicas por medio de las que en [talia se difunden
las teorias matemiticas, conservandose el inferés por este género Je
estudios, hoy tenemos que seiialar & los lectores de Ern Prouneso
MaremiTico 1a notable revista dirigida por el profesor de la Univer-
sidad de Turin Sr. (. Peano.

El 8r. Peano sigue con especial aficion y asiduidad, aparte de
otros muchos trabajos por que es conocido entre los aficionados 4 1a
ciencia matemitica, este género de investigaciones que, partiendo del
caloulo barieéntrieo de Mibius, del Audehnungslehre de (Grassmann
¥ de la légica algebraica de Boole, van haciéndose lugar hasta en los
tratados quo se destinan hoy 4 la ensefianza.

En gu obra Caleolo geometrico secondo I Ausdeluningalelie de Gras-
smann (1888) partié de las operacivncs de I logica dednctiva para apli-
oarlas 4 los entes geométricos incluidos por el Sr. Peano en formacio-
nes (formazioni} de cnatro espeeies, y estas aplicaciones de las teorias
de Mébius, Grassmann, Bellavitis, Jlamilton, ete., también se encurn-
tran en su obra Applicazioni gesmnetriche del caleolo infinitvsimale

Consecuente ¢n la idea de Hevar hasta nlicriores aplicaciones este
orden de conceptos, el Sr. Ucano publica en la Rivista di Matena-
tica correspondiente al ajio de 1891 sus interesantes articulos titula-
dos Principii de Logica matematica, Formola di Logica matematica y
Sul concetto di nwmero; y ciertamente que el ilustrado profesor de la
Universidad de Tarin conseguird como {ruto de su irabajo obtener
un libro destinado 4 la enseilanza de teorias que van pasando al do-
minio géneral mediante la ficil y correcta exposicién de sus pun-
tos mds abstrusos, hasta poco hace envueltos en cierta oseuridad por
efecto de su caricter abstracto y melafisice.

Otro de los trabajos publicados en la Rivista di Matemdtica y que
expresan su tendencia educativa, el propdsito de llamar la atencién
de la juventud hacia los ideales de la ciencia grabados de una ma-
nera permanente en las obras de los grandes maesiros, es el articulo
del St. Segre Su alewni indirizzi nelle investigazioni geometriche. Des-
pués ile aconsejar 4 la juventud el abandono de cierto género de in-
vestiga~iones que cautivan por su sencillez, pero que bajo un falaz
aspecto de originalidad conducen 4 resultados infecundos y efimoeros,
lamentdndose del exclusivismo con que se sigue por algunos, yva los
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estudios puramente geomdiricos, ya las teorias del Andlisig, reco-
mienda, apoydudose en varias cilas de eminentes matemiticos, asi
coma en el individual proceder de cada uno, la necesidad de univ
ambos desarrollos de la Matemitiea, que en determinadas eircuns-
tancias por sus conexiones favorecen ¢l general progreso,

Entre los ejeinpios que cita de este auxilio mutuo que se pres-
tan las dos ramas principales de la Matemitica, se halla el que ofrece
la grometria sobre una curva algébrica cuyo concepto se halla por vez
primera en un trabajo analitico de Riemann, los resultados obtenidos
por el Sr. Weierstrass sobre las funcivnes abelianas, los reeiente-
mente dados & conocer por M. 'eincard al presentar las expresiones
de ciertas funciones analiticas de una variable, que denomind fun-
ciones Fuchianas, ete.; ¥ en fin, despuds de consideraciones Iumino-
sas spbre los métodos sintéticos de los Poncelet, Staudt, ete, y los
procedimicntns analiticos de Sylvester y Clebsely, y en fin de la geo-
metrie enemeration ), se cleva al coneepto de Ty rama superior cons-
tituida pov la Geometria del haper-espacio, haciendo indicaciones
sobre [os tres modus de presentarse el hiperespacio d los gedmetras,
¥ haciendo ver ¢dma la geometria en el espacio de » dimensiones es
una gencralizacidn de la Geometria en el espacio ordinario,

Divostrazioni di wa teorema sulla bransforme tione dolle curve alyge-
brivhe di B. Bertini.— Sopra la purte fatta alle stovin in un diseygnn di
Ritliografia delle Muatematiche nota di Favaro, son otrus trabajos con-
tenidos en la Riviste di Mateinatiche,

Jorixan pE MATREMATIQUER FLEMENTAIES bE M. LONGCHAMPS—
1.os niineros correspondientes d tos meses de Abrit ¥ Mayo contie-
nen notables articulos en los cuales se desarrollan nuevas cuestiones
sobre la geometria del tridngulo,

El articulo de M. Poulain Pes cvordonces angulaires, contiene.
1. Propiedades de los virenlos laterales de M.—11. Tridngulos deducidos
de M.~ TPrivingule podur en M, ¥ termina con los tridngnlos aneros de
M los puntos ancaor do M, la wtilidad de los trisingulos aneros vic. Con-
cluye el trabajo de M. Vigaric: Les progrex de la Genmetrie du triangle
en 1890,

Sur la mithode de transformativn de M. Schoute ¢s otro articulo de
M. Vigarié, que hace un estudio analitico de dicho método expuesto
por M, Schoute desde el punto de vista sintético. En fin, M. de Long-
champs expone una nota Ser les poinls ef les droites de Feverbach,

1y Scuengnr. Kalbil der abzihlenden Geametrie {Leipzig, 1919,

AarRpozi Trerprenda ale €0 Ariio, Case, 100, hajos



