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DÉVELOPPEMENTS SUR LES PARABOLES DE M. ARTZT ''' 
PAU M . G . I)K LONOCUAMPS 

Dans deux articles publiés dans le Journal de Mathtimatiqueg élé-
mentaires t*> ed daña le Journal de MathómatiqueS Spéclales **) nous 
avons mis en évidonce quelques propiétés des parabolee sur lesque-
lies M. Artzt a, il y a qiiolques annÓBS, appelé l'attention des.amis'de 
la Géometrie dii trianf^le; parábales qu'on designe inaintenant sous 
le nom de ce (íéomctre. 

Nons rappellerons d'abord loar dc^flnition. 
Un triang-le ABC étant donnd, il existe une parábolo l'a, bien dc-

terminóe, passant par les soinmets H, C, tan/íentiellomcnt aux cótés 
AIÍ, AC. On peut ainsi, au triang:le ABO, faire correspondre trois pa-
raboles P„, Ps, Pr; ce sont les paraboles do M. Artzt, Oes parábolos, 
ainsi associées au triangle ABC, jonissent do propiétés intéressantes 
et, en revenant ici sur l'étude il laqueÜe nous avons fait to'ut á l'heu-
re allusion, nous nous proposons d'on signalor quolques unes. Maia 
pour donner a la Note présente tout son intórót et surtout pour en 
faciliter la lecture, nous devoija reproduire d'abord lus resultáis aux 
quels nous sommos arrivé dans les articles cites. 

I . — Etablisons d'abord élémentairement l'expreseion du paramo-
tre de la parabole Va'. 

Timrrme-Fonr tout triangle ABC, il e^ciste une parabole Pa tangente. 

(1) Ij'article que M Artzt a fait paraitre sur lea poraboloe romaiquftbloa a u p l a n d ' u n 
triangle uo nous enl pa» connu. 

n est done t r t s possililo quo certalnos rúsultats ihioncéa dans cotte Note et mSme cortaluea 
dómonstrations aient <Sté d^iA roucontrés par co Géomftti-e. 

(2) Loe elt; anni-o 1890; p. 1 « . 
(») Loe cil; annOo IbíW; p. UO. 
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aux points B, C, aux cotes AB, AC; le d«mi-paramétre P de cette courbe 
est donne'par la formule 

dans laquelle S designe I aire de ABC; m la 
longueur de la médiane AM qui correspond au 

P'er- »•* . sommet A (') (fig. 1,»). 

Des propiétés connues prouvent que: 1" ?„ passe par le milieu 
de AM 2" la tangente en ce point est la droite B'C obtenue en joignant 
le milieu de AB, au milieu de AC; 3» le foyer F appartient au cercle 
circonscrit au triangle ABC (théoréme de Lambert <2); 4» F appar­
tient aussi á la symédiane du soramet A (théoréme de Poncelet W; 5" 
En projetant F sur les c6tés A.B, AO, on obtient deux points H, H'; 
HH' est la tangente au sommet. 

Nous poserons 
CAM = «, MAB =p, 

et nous désignerons par R le rayón du cercle circonscrit á ABC; R 
sera done le diamétre du cerole circonscrit á ABC. 

Le quadrilatére inscrit C'AB'F donne 

B C .AF = B'F .AC + C'F .AB', 
ou AF sin A = B'F sin B + C'F sin C. 

On a,d' ailleurs B'F = R sin a, C'F = R sin P; 
et 

m a m a 
(1) sinC as ina ' sinB 2 sin p 

(1) Co thíortme a été énonoé par M. Artit en 1884, dans le Programme tcolaire du Gymna 
te de Rtclclinghauítn. Une démonstration en a íté donnée par M. Brocard, dañe le Journal de 
Mathimatiquea tpéciaUt; 1885, p. 124. Les formules iudiquées (loe. cü.) son inéxactes. Kilos ont 
été corrigées » la p, 240 du volume clW, mais íncomplétement. Le faoteur numérique de 82 est 
égtl ií 1, et non & 8. 

Pour évitor toute confusión, il faut convenir que le paramétre d'une conlque ost la Ion. 
gUeur de la deml corde fócale qul eat perpendlculaire k l'axe focal. 

(2) Le cercle circonicrit au triangle formé par troit tangentet a une parábale pane par le 
foyer de cette Courhe. 

(8) Lei iangenlet ittues d'un point, it une conique. tont iiogonalu avec lt$ droitei qui vonP 
du point coniidéré, aux deux foyeri. 
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De ees égalités, oa oonolut 

AF sin A = — sin B era C, 
m 

ou 
2R' 

(2) AF ==-^^ sin B sin O, 
m 

Menons FI paralléle á AM: FI est I' axe de P«; la projection de PH 
sur FI donne le sommet S de la parabole. Ón a dono 

FS * C 

II est faoile d' obtenir, d' aprés oela, U VAleúf de j». 
Le triangle AFI donne 5 

FI = AF5!2-Í . 
, sin P 

ou, en tenant compte des égalités (1), (2), 

^ FI = - = ^ Sin'C = - ^ . 

Mais FS = FH8¡nP = FIsin»p; 

done . 2 - g - " - ^ ~ ^ ¡ ; Í ^ ~ - 2m«' . • 

d' oíi, flnalement, p =»= —^. 

2.—Un triangle ABC étant consideró, il existí uno parabole Pa 
passant par les points B, C tangentiellement aux droites AB, AC. 
Soient Pi, Pe les deux paraboles analogues (fig. 2.*) (». 

(1) A propOB de ees puaboles outre les souroes cites plus h»ut la Isoteur pourr* oon< 
sulter 

Matketü, 1884 (questions 841,850); r«soluM 1886, p. 168 (avao un* reotieoBUan, porUnt sur 
U («oende psrtto de U qoestion 860). 

Mémoirtt def AcatUmh de ifoHlp«Uitr,léae. 
Nouvtllet Annatu, 1885, p. 211, § 4. 
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Les équations des paraboles P*, Pe (eoordonn^es barycentriqves) 
sont: 

p-̂  _ 4«-r = 0, -r̂  _ 4,? = 0. 

Abstraction faite du point A, elles admettent un autre point réel 
A'; nous allons montrer que les tangentes, en A', aux courbes P4, 
Pe sont, respectivement paralléles aux medianes CM', BM'. De cette 
remarque, nous déduirons les aires des triangles curvilignes formes 
par les paraboles considérées. 

Les coordonnées a», po, Y» du point A', vérifient les égalités 

4.„ = P„ To. 

La tangente á Pj , en A', a pour 
équation 

PPo — 9 «Y» ~ 2Y»U = O, 

ou 

2 , - p - f - | - = 0. 

Fig. a 

On voit, sans peine <**, que la droite correspondante est para" 
líele á CM", droite qui est représentée par I'équation 

a - p = 0. 

Cette remarque conduit au théoréme suivant: 

Théoréme.—Les paralóles de M. Artzt se coupant deux á deux aux 
points A', B', C, les aires des triangles ctirvilignes qu'elles de'terminent 
sont données par les formules: 

AC'B' = CA'B' = BA'C = ^ ABC, 
81 

AC'B = BA'C = CB'A = — ABC. 

(1) En ooordonnéei barycentriqueB, les équations 
m a + nP+/>Tf = 0, m ' a + n'p+p'Y = 0, 

représentent deux droltes parall61es, si l'on a 

m — n n — p 

m' —n' n'—p' 

(Voyez, par exemple, le Supplémenl á notre Cour$ de matkématiquet tpiciátti, 3.* édlUon > 
p. 188). 
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4 
On sait que 1' aire d'un segment parabolique est les -^ de celle 

o 

du triangle qui a pour base la corde du segment et pour sommet le 
point de l 'arc le plus éloigné de cette corde. 

Or, sur l 'arc AC'B', le point C, comme nous venons de le voir, est 
tel que la tangente en ce point est parallele á. AA'. On a dono 

4 
aire du segment AC'A' = — ACÁ'. 

o 

On sait d'ailleurs, ou Ton vérifie sans peine, que 

c e = 8M'C'. 

D'apréscela: 

AC'G = 4- ABC, A'C'G = ¿ABC; 
o ¿I 

4 
et, par suite, | ^ ^ H ^ , C ' A ' — — ABCT" 

On voit aussi que 

Ifi 
aire du segment AC'A' = ^ ABC 

1 fS 
De méme, aire du segment ABA' = ~ ABC 

Oí 

Ces égalités donnent 

(1) aire AC'A'B' = ^ ABC. 

Mais on sait O que 

(2) aire A'C'B' = — ABC. 

(1) Voyc» iíatlitsh (loe. cit) La propoaltion on quostion so dímontro trfis simploment en 
observan* que la parábolo do M. Artit, oorreepondant «u c!M BO, paase par lo point [A, miliou 
ds AM ot que la tangente en ce point est parallélo i, BC et, par Buite, i, B'C. 



214 EL PROGRESO MATEMÁTICO 

Les égalités (1) et (2) donnent 

aire AC'B' = ^ ABC. 

Enfin, lés trois triangles formes par les cótés de ABC et par les 
ares de parabole étant équivalents C, on a 

3/OÍS aire AC'B + 3 /oís aire AC'B' + aire A'B'C = ABC; 

g 
ou, finalement, aire AC'B = —- ABC. 

ol 

síA;ífi!f 

fíg. 1.» 

3.—Les paraboles de M. Artzt mettent en lumiére une certaine 
ellipse U, du plan du triangle; cette ellipse passe par les points r^ela 
comuns á ees trois paraboles; en outre, son centre coincide avec le 
centre de gravité G du triangle. Les dimensions de cette ellipse peu-
vent étre déterminées comme nous allons l'indiquer. 

Si, par C, on méne une paralléle á la médiane BB", cette droite 
coupe AA' en un point A", sjmétrique de A' par rapport k O (2). 
L'ellipse que nous considérons est done, d'aprés cette remarque, cir-
conscrite á un hexagone H (A'B'C A'B'C) , dont les cotes sont paral-
léles aux diagonales (flg. 3."). 

En considérant ABC comme la projection orthogonale d'un trian­
gle equilateral, on voit que U est la projection d'une circonfórence U' 
circonscrite á un hexagone régulier H', correspondant h H. 

(1) Pour le montrer, il sufflt do considéror le triangle proposé comme 1% projection trtho-
gonale d' uii triaogrle equilateral conveoablement cbolei. 

(2) On TériQe faoilement oette propriéW en obserrant que (C iuat le centre de grarltt 
de AOB) BC pasgt par le milieu de AO. 
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Appelons p le rayón de cette oirconférenco. 
Soient a, p les demi-axes de U; on a 

nap aire H' 

4 
6p^-

2 
ou «P = ———aire H'. 

3 v/3 
En observant que 

aire H' = 6 foU aire G'GA" = 6. ¿^ ABC = ^ ABC, 

on a 

Pour déterminer a,*p, cherchons maintenant l'expression de 
a* + P'. 

Soit K le milieu de A*B'; GK rencontre U en N, et l'on a 

a' + p̂  = C'G*4-'GÑ\ 

Mais, en se reportant a la circonférence U', envisagée oi-dessus, 
on voit que 

GN ^ 2 
GK V T * 

On a done a' + P' = C ^ ' + | GK». 
o 

Un oalcul facile donne, finalement, 

2(a'' + 6' + c') 
(2) «' H- p' = 81 

Les formules (1) et (2) font conaitre les dimensions de l'ellip-
se U W; ellipse déterminée par son centre qui, comme on l'a vu, 

(1) Sauf erreur dans le oalcul que noug avons fait, réquatlon do cette elUpBe remarquable, 
en coordonnées baryoentrlqueB, est 

8(«̂  -h P' +T') = 11 («P + PY + T«). 
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coincide avec lo coiiti"© de gravité Q du triangle ABC et par trois 
points, centres de g-ravité des trianífles G AB, GBC, OCA. 

4 —[yetudo ([lio Ion peut fairo des parábolos de M. Artzt porte 
sur d'íuitres partios que celh-s que nous avons sifínalées jusqu'ici. 
C'est ainsi, pour no citor que les ólónients les plus essentiels a cette 
étude, qu' on peut demander los coordonnt's du foyer, l'équation de 
l'axe, cello de la tanj^ente au sommet, ote Xous nous proposons de 
déterminer, en finissant cette Vote, ees diverses relations: il sera facile 
ensuite d' en dóduire do nomhrcuses consóquences: nous laissons ce 
soin aux leoteurs que ce sujot [xmrra intóressor. 

5.—Coordomiécs barycentriqucg dn foyer dé la parabole Pn. 
Nous avons observt; plus haut (fif̂  1| que lo foyer F de P a ótait 

situó sur la eirconíorenco A B C et sur la syniédianoAF. 
Cliorclions d' abord l'óquation de la circonférence AB'C <" Nous 

avons indiqué {Súpph'tnent 2' ed° p. 170) pour róipiation genérale 
des cerdos en coordonées barycentriques, la formule '2': 

(tta -f V € + í» Y) (a + 6 4- T) — a' 5 T "*" * T "~ '̂ ^ '^ — "• 

En exprimant que la circonférence correspondante passo par le 
sonimot A et par les milieux des cotes AI?, AC, on a 

(f--' 6 + //- )̂ (a + G 4- Y ) - ((• e T - ¿' » Y - '»' ' ''' = "• U) • 

D'autre part, la symi-diane correspondant au sommet A a {)Our 
équation 

Les équations (1) (2) font conníXitre les coordonnées du foyer de W 
ét l'on trouve, par un calcul faeilo , 

(A) ' - ' ' ^FuVEU df P„ ) 

(Se concluirá) 
= ^ e ^ = í 5 j ^ ^ 

(I) Le locfour pou .au oourant des coordon<^f>s bapyí'/^ntriquos, (ioordon(5es si particuliére-
menl útiles dans r étude de la Oéomótrie du trlanglp, t roureront (loe cil) les développemonls 
nécessaíres concernant ees cooi'données. 

(il) Dan» cette Oquation, at, p , Y Bonl lea coordonníes barycentriquen couriwtss, », v, w 
de«i(fnent trois parnmMrca ailiilraiiea riiiiIssaDoes do» KoninietH du triangle de référence p»r 
rapport k la circonférence cunsidéróe; n, h, c sont les longueurH des cotéH du triangle de réfii-
rence. 
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EL RACIOCINIO A MAQUINA 
POR 

D. VENTURA REYES PRÓSPER 

CATEDRÁTICO DEL INSTITUTO DE TERUEL 

La rica herencia do Aristóteles se halla hoy en poder de los quo 
un tiempo llamó con desdén el pueblo latino bárbaros del septentrión. 
A los hombres de raza anfflo-sajona se deben'los nuevos y fecundos 
derroteros que en nuestro siglo ha tomado la Lógica deductiva é in­
ductiva, que dejando bajo su impulso, de ser un estudio soporífero, 

, promete dar en breve al mundo la Pasigrafía Universal. 
La Lógica simbólica, á pesar de los trabajos de Bernouilli, Lam" 

bert, Holland, Darjes, Ploucquet Semler, Segner y otros, no puede 
decirse que ha nacido hasta los días de üeorge Boole, el ilustre-Pro­
fesor de la Universidad de Dublin. En su obra gigantesca le han au­
xiliado en Inglaterra; Agustus de Morgan, Stanley Jevons; Mac-CoU, 
Venn, Murfhy, Mac Farlane, Kempe, Elízabeth Blacwoody otros. En 
Alemania se han distinguido, sobre todo en este estudio, Robert 
(Irassmann, hermano del insigne geómetra Hermann Grassmann, 
Ernst Sohroder, el sapientísimo Profesor de Karlsruhe, autor de una 
monumental obra que traduzco, con su benévola autorización al cas­
tellano, cuyos méritos ante la Ciencia son inmensos, y Andreas Voigt 
de Freiburg. En los Estados-Unidos del Norte de América se nos pre­
senta la escuela americana de tan útilísimas é ingeniosas iniciativas, 
constituida por Charles Santiago Peirce, Maestro venerable á cuyo 
alrededor se agrupaban el difunto Howard Mitchell, la simpática 
figura de Christine Ladd Franklin, Gilman y Alian Marquand, ha­
biéndose también distinguido (Jeorge Bruce Halsted, el bibliógrafo 
do la (Jeometría No-Euclídea, Profesor de la Universidad del Estado 
de Texas. 

En lenguas neolatinas solo existen, á lo que creo, los trabajos del 
Sr. Delboeuf, los muy notables del Sr. Peano y los que en Ja actua­
lidad publica un sabio Profesor, italiano también, el Sr. Nagy, á cuya 
exquisita amabilidad debo la lectura de sus muy interesantes,publi­
caciones que promete continuar. Espero que los trabajos de Poretzki 
difundan entre las razas eslavas el gusto por estos estudios. 

Mas no solo la Ciencia ha hallado el modo de seguir mediante 
ecuaciones, subslimciones, exclusiones etc. el raciocinio, llegando por 
medio del cálculo á sacar todas las posibles conclusiones de un sis-
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tema dado de premisas; aun ha hecho algo que siendo de secundaria 
importancia, aparece á primera vista como mucho más sorprendente. 

Cuenta el Deán Swift en sus viajes de GuUiver á países remotos, 
que los sabios de Laputa poseían una máquina con la que el más 
inepto podía discurrir sobre todas las Ciencias, en lo que se cree alu­
día con su habitual malicia á las obras de Aristóteles ó del Canciller 
Bacon llamadas Organum, sí ya no es que indicaba burlescamente 
las máquinas calculadoras de Pascal y Leibnitz. 

Pues bien, el sueño de Swift ha sido una profecía, y la Lógica po­
see hoy una serie de aparatitos desde los sencillos cartones de Cu-
ninghame hasta la ingeniosa y complicada máquina de Allan-Mar-
quand, que permiten raciocinar á máquina tan correctamente como 
el más privilegiado cerebro lo hiciera. Es posible tocando un teclado 
hacer silogismos, por más extraño que esto parezca. Los trabajos 
hechos hasta la actualidad se limitan á problemas lógicos en que solo 
entran á lo más seis ú ocho letras, mas posible es que algún día se 
encuentre el Jacquard lógico de que habla Peirce, y resolviendo el 
problema de que tratamos, admire al mundo con asombroso meca­
nismo en que rápidamente .se resuelvan las más complicadas cues­
tiones de la Dialéctica. 

Vamos á pasar una ligerísima revista á ios mecanismos ideados, 
empezando por el más simptlc y .sencillo de todos, que sólo como una 
curiosidad (no siendo propiamente máquina) puede citarse, los car­
tones silogísticos de Henry Oiininghame. La descripción detallada de 
ellos la encontrará el lector en la obra de Jevons que al final se cita. 
Como su nombre suficientemente indica, consisten en una colección 
de cartones que permiten obtener la conclusión de dos premisas da­
das. Esto se consigue mediante superposición de unos cartones so­
bre otros, con lo que por una abertura rectangular del cartón que se 
coloca encima, aparece en el de abajo la conclusión deseada. Adap­
tando los cartones sobre un cilindro, se obtiene el cilindro lógico, 
que solo es una modificación insignificante del anterior sistema. 

La primera descripción de una verdera máquina lógica es la del 
difunto profesor Stanley Jevons. Esta máquina recibe las premisas 
en forma de ecuaciones lógicas ó igualdades, y moliéndolas por deci-
lo así lo mismo que el trigo en el mojino, produce, mediante su ma­
nejo, las conclusiones pedidas. Pero solo se limita á cuatro letras y 
su generalización para un número mayor sería muy difícil. 

De igual defecto adolece el ingenioso mecanismo descrito en 1880 
por el proferor Venn del colegio Caius en Cambridge, pues que des-
oansando sobre la presentación diagramátioa de las proposiciones 
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ideada por él, la cual no puede extenderse & más de cuatro clases (que 
se representan por elipses), tampoco puede ir más allá,. 

La pequeña máquina ideada por el Sr. Alian Marquand para pro­
ducir .variaciones silogísticas, aunque ingeniosa, solo sirve para el 
limitado objeto que entonces se propuso su autor. 

Más duranse el invierno de 1881-82 había ideado el Sr. Marquand 
una lindísima máquina que fué construida con auxilio de los grandes 
talentos mecánicos del Profesor C. J. Rockivood. Lo notable de este 
mecanismo es que fácilmente podría extenderse á más decuatroletras, 
lo que le da una gran superioridad sobre sus similares. Está fundada 
en la teorías de Howard Mitchell y Christini Ladd Pranklin. Las 
premisas se escriben en forma de subsumciones en que oí predicado 
es O, lo que fácilmente se consigue con los métodos de Peirce y su 
escuela. ' - > 

La máquina, construida de un poste de cedro, mide 82 cm. do alto, 
21 de largo y 15 de ancho. Tal como está construida, sirve solo para 
cuatro letras á las que en unión de sus negativas, designadas por 
las minúsculas respectivas, corresponden ocho teclitas, una para 
cada una. 

Hay además otras dos teclas que Uevaa escrito encima la una la 
unidad y la otra el 0. La primera de éstas se denomina tecla regeno-
rativa, pues sirve para poner el aparato en disposición de funcionar 
de modo que indique que ninguna premisa se halla aún establecida. 
La segunda se denomina tecla destructiva, pues sirve para ir expre­
sando las diferentes premisas introducidas en forma de imposibili­
dades lógicas. 

En el frente de la máquina hay diez y seis manecillas dispuestas 
en cuadro, que cuando el aparato no ha funcionado aún, deben estar 
horizontales y que van cayendo á la posición vertical á medida que 
se introducen premisas. A cada una de las manecillas corresponde 
una de las diez y seis agrupaciones lógicas que con las cuatro letras 
y sus negativas se pueden formar, y puede saberse con ahorro de le­
tras á cuál corresponde, por un ingenioso artificfo. 

Supongamos ahora que se quiere hacer funcionar el aparato. Lo 
primero es poner todas las manecillas horizontales, para lo que se 
bajan las teclas O y 1. Para expresar luego las diferentes subsumcio­
nes, SQ van tocando las teclas correspondientes á las letras de cada 
agrupación de las que hay que destruir, y luego la tecla destructiva. 
La conclusión final puede ser expresada por la suma lógica de las 
agrupaciones representadas por las manecillas que al final de la ope­
ración han quedado horizontales. 
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Tal es el estado actual de las cosas oon respecto á los mecanismos 
raciocinadores. Pueda pronto la Ciencia simplificar y generalizar los 
aparatos de que hoy dispone, lo que no podrá menos de dar atractivo 
á sus admirables progresos y vulgarizar sus inesperados resultados. 
¡Ojalá este artículo despierte la curiosidad de nuestro público cientí­
fico hacia una disciplina matemática tan hermosa como el Álgebra 
de la Lógica! 

Madrid y Agosto 1891. 

S O B R E U N A E S C U A D R A C I C L O I D A L 
PROPIA PURA EFECTUAR Ll RECTIFICACIÓN DE LOS ARCOS DE CÍRCULO 

POR D RODOLPHO Q-0IMARAES <•) 

Sea AMB un arco cicloide (fi-
[ gura 10). Si PMP' es una posi-
j cidn de su círculo generador, se 
sabe que el arco PM = PA. Supon-

I gamos pues, que se haya cortado 
en una materia cualquiera la es­
cuadra ACB que tenga por lado AB 
la plantilla de la cicloide. Colocada 
una regla á lo largo de la tangente 

xy trazada al círculo O por el punto P, bastará con hacer resbalar el 
borde AC de la escuadra á lo largo de esta regla, hasta que el lado cur­
vilíneo AB pase por el punto M, para tener AP = are. MP. 

Si el arco que se ha de rectificar M,P, tiene un radio diferente 
de OP, basta trazar el arco concéntrico MP de igual abertura y, des­
pués de haberlo rectificado en PA, tomar el punto de intersección A, 
de OA y de la tangente su P, al arco primitivo. 

La escuadra cicloidal ABC permite pues, permite reducir los di­
versos problemas que puedan proponerse sobe la evaluación de las 
longitudes y la división de les arcos á los mismos problemas efec­
tuados sobre segmentos de rectas. 

Fi(f. 4. 

(1) Tenemos In satisfaciMón de reproilucir, traduciendo del BuUttin de la Société mathéma-
lif/ue (le frunce t, XIX; 1891, ol piocodimieuto, debido al ilustrado oflcial de ingenieroB por­
tugués 8r. Guimaraee. 
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En particular, la inscripción de los polígonos regulares en el cír­
culo es muy sencilla por este medio. 

El problema de la división de los ángulos, reduciéndose al de la 
división de los arcos, obtiene al mismo tiempo una solución. 

NOTA SOBRE UN LUGAR GEOMÉTRICO 

En el número 4.» de este periódico, páginas 86-88, se publicó una 
interesante nota referente á una Memoria que con el título de Estu-
hidio de un lugar geométrico de cuarto orden, publicó el ilustrado doc­
tor Sr. Ruiz-Castizo Ariza. Este trabajo y la nota que de él da cuenta 
tiene por principal objeto discutir la forma y particularidades que 
ofrece el lugar geométrico engendrado por el punto medio de una 
recta do longitud constante p que se apoya por uno de sus extremos 
sobre una recta y por otra sobre una circunfei'encia de radio r, de tal 
modo, que la longitud ;> sea igual á la mayor distancia entre la cir­
cunferencia y la recta fija, medida sobro la normal á ésta que pasa 
por el centro de la circunferencia. 

Hoy tenemos la satisfacción de ofrecer á los lectores de E L PRO­
GRESO MATEMÁTICO otra importante Nota que acerca do un asunto muy 
semejante nos ha sido remitida, y que fué publicada por su autor el 
año 1870 en el Journal de mathe'matiques spccUdes de Montpellier, pues 
para mostrar la gran generalidad délos resultados á (nu! nonduco 
esta cuestión, de la cual ha hecho á su voz el tír. (Jastizo iVriza un es­
tudio profundo y detallado, hace admiás referencia á la idea de com­
binar las ordenadas do dos elipses para representar ul Iiijíar geomé­
trico de un punto cualquiera á& una biela que se ¡ipoya en una cir­
cunferencia y en una recta cualquiera, que ya aplicó el comunicante 
en su curso de mecánica práctica. 

En fin, reproducimos unas cuantas figuras presentadas por el au. 
tor del artículo como una mera indicación de tipos de curvas corres­
pondientes á la cuestión, haciendo una rectificación en una de ellas, 
á instancias del autor, que observa se halla perfectamente represen­
tada en el artículo referente á la Memoria del Sr. Castizo Ariza. 

QUESTION NUM. 5 8 PAR UN ABONNÉ 

Une droite de longueur constante í s'appuie par ses extrémités 
A et B sur une oiroonfórence OA et sur une droite BD données de 
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position dans un plan. Trouver le lieu d'«« point M de la droite mo-
bile. Montrer qu'il est possible de transformer ce mode de génération 
en un autre qui indique, d' une maniere immédiate et tres simple, tou-
tes les formes que la courbe peut affecter (n.» 9. p. 14). 

Prenons pour origine le centre O du cercle, pour axe des x la per-
pendiculaire OD a BD. Posons AM = b, OD = d, OA = a, ZAOP = u, 
ZMAH = 0. Nous aurons a éliminer u et 6 entre les 3 équations 

X = a eos n-i-b eos O, y = a sen it 4- 6 sen O, d = a eos ?t -f- í eos 0. 

Cette élimination conduit á 1' équation 

On voit que 1' ordonnée d'un point quelconque du lieu est la som-
me algübrique des ordonnées de 2 ellipses qui ont pour équations 

1 
1/ = -j^ l'rf» (I - b)' - (db -l.v/' 

^ =736-)//^-^^-^.^-^'^^ 

Fig. 5.» 

Ces ellipses ont leur grand axe sur O.r. Leurs centres ont pour 
abscisses 

db 
.V = - - et .V = d. 

Les cerdas qui leur ont donné naissanco ont 
respectivement pour équations 

y^ = (I ^ip - (X - d)\ 
Fig. «,• 

Vérificatiom. Pour l = d-a, oaa x = b + a.Bi b = o,y z= Y«i_a; \ 
c' est le cercle donné. Si b ~ I, x = d. Si d = o, BD se oonfond aveo 
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Oy. On sait quo dans ce cas le lieu du point M est une ellipse, car 
O A + AB = c" = I + a.L' équation du lieu devient en effet 

y = 
a + b 
l-b 

j /^í_ft/_,«^ 

On peut construiré la nórmale á la courbe au point M par la con-
sidération des centres instantánea. Cette nórmale passe par 1' inter-
section I de OA prolongó et de BI perpendieulaire á BD. 

De ce qui precede resulte une discussion tres simple do toutes les 
formes que le lieu du point M peut affecter. Nous nous contontons de 
les figurer ci-aprés, en mome temps que les ellipses auxiliaires. 

Fig. 9.» 

LA EVOLUCIÓN DE LA GEOMETRÍA DEL TRIANGULO 

Desde hace pocos años una nueva rama ha principiado á des» 
arrollarse con vigoroso impulso entre las múltiples ramificaciones 
de la Geometría. Un nuevo y al parecer inagotable filón por esplotar 
se ofrece á las inteligencias, que seguramente ha de enriquecer los 
ya vastísimos dominios de la ciencia de la extensión. 
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Difícil es hacer un trabajo completo y sistemático de lo que ha 
sido y está siendo resultado de numerosos esfuerzos realizados por 
asociaciones como la Societ^ niathnnntiqHe <le France y después por 
la actual Asociation /raii^aise pour I' ai'ancenwnt des sciencex fusionada 
á la anterior, que anualmente sigue publicando en su BulUtin los 
resultados de los varios Congresos habidos en diversas ciudades de 
Francia, esfuerzos proseguidos con loable insistencia por periódicos 
como Mathesis, el Journal de iiiathématiques t'leiiwntaires et spa'cialcs, 
The Educational Times, Archives der Physik uiul Muthematik de Gru-
nert-Hoppe, etc., por individualidades tan notoriamente conocidas 
como los fundadores de este nuevo desenvolvimiento científico, se­
ñores Lemoine y Brocard. El Sr. Neuberg á quien cabe la gloria de 
haberles dado señalado impulso con otros importantes descubri­
mientos, el ilustre profesor de la Universidad de Dubiin Dr. Casey 
con cuya muerte acaecida ai comenzar este año, ha perdido la Geo­
metría reciente, uno de los más distinguidos propagandistas, habien­
do publicado en su obra A tequel to Ettclid un Tratado de Geometría 
elemental reciente <*>, que forma un capítulo suplementario de dicha 
obra, y en sus tratados de Geometría analítica y de trigonometría 
numerosas cuestiones de dicha nueva rama geométrica, habiéndose 
comenzado á formar así con estos preciosos materiales esparcidos 
en innumerables memorias un cuerpo de doctrina i'i organismo 
didáctico. 

Citar nombres como los de los Sree. Mathieu, Tiicker, Artzt, Lon-
champs, etc., que van frecuentemente unidos á los variadísimos y 
múltiples elementos que constituyen por su sólido engranaje esta 
nueva Geometría, fuera adelantar por el momento lo que iremos ha­
ciendo más pausada y detalladamente en nuestra escursión por estos 
dominios cuyas TamifioMiones son tantas, que á los nombres de los 
ilustres geómetras consagrados 4 hacer frnctMicar directamente tan 
fecundos conceptos como los en que estriba la Geometría del trián­
gulo, y que se irán citando en el ourao de este trabajo, hay que agre­
gar los de otras celebridades de la ciencia como el Sr. Cayley por 
su escrito A luemair on the rational traiis/ormation between two spaces, 
el Sr. CPemona por su Mata intomo ad alami teoremi di Geometría 
segmentaria y Sulle transformationi razionali nello spazio, etc., y an­
teriormente Simson, Crelle y Steiner han señalado de una manera 
incidental algunos puntos capitales ó de cierta importancia que hoy 

(1) En •! n °4 de este periódico 8o bicieron iodicaclooes de !• ti-»ducc[<in hecha al francés 
por M. Falisso. 
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SO hallan incluidos en este nuevo dominio de la Geometría, 6 se re­
fieren en cierto modo al mismo. 

Comenzando á entrar en materia, observaremos desde luego que 
l(¿s primeros vestigios de este especial conjunto de proposiciones 
ííeomi'tricas, lioy agrupadas bajo las denominaciones de Geometría 
tlel tridnariifi) ú Gcoiiuiría yerieiife si' (mcuentran, como indica el ilus­
trado cronista de esta (íeometría, M. \'igarir; I." (>n un escrito de Si-
nion Liniilier ( VAáneuts d' Amili/fie ¡/roinefriqne et d' An<(li/se algébri-
ijtti' isd!), p, -Mi], donde trata del punto tal, que la suma de los cua­
drados de las distancias á los lados del triángulo y á las caras del 
tetraedro S(ui mínima (punto <le Lemoiite). 2.» Kn una obra d(! Crelle 
donde se estudia cierto punto del plano do un triángulo (punto de 
liroc(ird), y se exponen las i'undamentak's l'órmulas 

a} + h'- + é 
C(itw=cot A + cot H -f- cot C = - - , 

cosec- w — cosec- A 4- cosec'^ 15 + cosec- C; 

3." en un trabajo de Iv W. («rebe {Arch. de Grunert, 1S47) donde se da 
la expresi('ui 

2H 
' " ' " cot A + cdt H f c o t t ! • 

para las coordenadas norn)aies de cierto punto. 4." en la obra de 
M, (!atalan (TlKvreine-i ti j)roldeiiies de Gc'ontelrie t'lrnieiitiiire) donde se 
r(!suelve el problema: líidldr un punto M tu/, que lo fiuina de los cua­
drados de sufi distancias <l tos tres lados de un tri(ín<juIo sea un mínimo, 
punto ([ue es el centro de las distancias nu3dins del triángulo l'tJU 
cuyos vértices son los pies de las ]>erpendicu]ares bajadas desdo di­
cho punto á los lados del ABC, ó sea el triángulo podar, no siendo 
ésta la única cuestión (|ue se trata en dicha obra c(nícerniente á la 
Geometría del triáugulo. 5." Ku un trabajo de ilotímaun (Arch. de 
Grunort, 1847) en el cual se propone lialhir dos puntos íí, ü' (puntos 
de lirocard) tales que 

/ í i AC = Z"H A = / í i C A = < o = - Z i l ' A l $ - Z í n U J = Z í r C A. 

Pero, como manifiesta M. Vigarié (Esquisse histori<¡ue sur la mar­
che du dereloppement de la Geomrtrie du triangle. -Assoc. francj-.—lHS!)), 
liasta el año IHT.'l sdlo se encontraba una luultitud de propiedades 
aisladas, poco conocidas ú olvidadas, y el punto do partida de esta 
nueva evolución de la Geometría, que ha excitaihi el interés y la ac-
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tividad di' lns uí'iínieti'as do diversos países, so Iialla. tn liis (Irsc/ii-
briinientos de MM. Lenioine y Brocard. 

Las dos primeras memorias de M. Lemoine donde se encuentra 
la amplia base sobre la que después se ha desarrollado la Geometría 
del triángulo son: Sur qtielquespraprietes d'un iJoint rñnarquablc d'itn 
triangle (Assoc. fran?.—Congres deLyon. 1873), Note sur les proprü'tés 
dii centre des médianes antiparalléles dans un triangle (Assoc. frany.- • 
Congres de Lille. 1874). 

En la primera define lo que llama mediana antiparalcla, es decir, 
la recta que une el vórtice de un ángulo del triángulo con los puntos 
medios de las antiparalelas respecto á dicho ángulo, así como el r,-iilro 
de Jas medianas antiparalelas (después llamado punto de Lemoine, se­
gún propuso M. Nouberg- que es el punto w de interseccidn de las 
tres medianas antiparah'l.'is de mi tiiáiüjulor 

Considera enseguida en el plano de un triángulo un punto O por 
el que se trazan paralelas á los lados de aquél y que los cortan en 
seis puntos I, 4; 2, 5; .'i, í!, vértices do un cxiígnno inscriptible en una 
cónica 

Después do indicaí' á qm' ])IJSJCÍI'HI del punto O cí)rrespon(ir' una 
clipsi', lina hipérbola ó una parábola, observa que en el caso do con-
iiindirso con el punto <", los puntos 1, 2, ?>, 4, ó, G pertenecen á una 
circunferencia (que después se Wamóprimer círculo de Lemoine), sien­
do las ciTierdas que los lados determinan en ésta proporcionales á los 
cubos do Jos lailos do] triángulo á que p "• -n dichas cuerdas, y 
liallámlns;' il (Tiilr.) de la circunforenr 1 punto medio de la. 
roela (|iio nnr d criiiid de las medianas aníiiJaralelas con i'l ooniro 
de la circunf'orenoia cirininscrilii. 

Pero además, cuando oí ])nnio () so confunde con el w, las longi­
tudes 12, 34, 56 son igii.ilcs, y las rectas \-l. -il. 5íí son andparalclas 
á las BC, CA, AB, con respecto ú los ángulos CAB, CBA, ACB '"); y 
si por el punto w se trazan antiparalelas á los tres lados, los segmen­
tos de estas rectas comprendidos entre los lados del tríáng-ulo son 
iguales, y se hallan divididos on dos partos ÍÜMÍIIOS poi' ol ])iin(i) '" '-', 
estando expresada la longitud cnninn de las tres por 

^<^ + b^ + e^ "' 

(1) V i j a s o 011 l a \>ÍI-J:. ••'' • \ó<\\co. 

(•2) K n O'^to í ' i irio i - c ~ u l i : i .M í ' . i i r ; ; l n i j ! ¡ . - • ' . ' • ' ' . ' ' , / , . ' , , 

i'Ai K n l a r ó r n i i i l a e s I,'i •!i '<¡ii , ' ¡ ' l , ' i P I M ' 1 • ' ! o l;i l á 

m i n a ; ( . ' s e t r a z a |ir.r- K l;i p a r ; t W > l a M N •• ' ' •;• i . M : . - . i-^'nilc 
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Siendo la longitud do la recta que une el punto A al miulio de 
BC; si a, b, c son las longitudes de los tres lados BO, AO, AH del 
triángulo y « el punto do intersección de la recta A" con BC, se tiene. 

Aa== .„ , Ja. 

Además el punto a es tal, que: 

«B ~HA-^ 

Do esto concluye M. Lemoino que según un teorema de M. Hos-
sard el punto ^ es el punto estudiado por un gran número de geóme­
tras para el que la sumado los cuadrados dé las perpendiculares 
bajadas sobre los tres lados del triángulo es un mínimo. 

Después de exponer un procedimiento para determinar 'dicho 
punto, expone M. Lemoine nuevas propiedades en la 1." de las Me­
morias arriba citadas de la que nos estamos ocupando. 

Si por por A, B, C se trazan las perpendiculares K'Y', a'fl', 7'^'á 
AC, AB, BC, y las perpendiculares a"?", ^"'(\ cuy 4 AB, CB, AC, las 
rectas a'a", P'P", '¡'f pasan por el contó del círculo circunscrito de 
ABO, los tres puntos A,, B,, C, en que estas rectas cortan á BC, AC 
y AB se hallan en línea recta, y si 2, p, ^ son los conjugados armóni­
cos de A|, B|, C| con relación á 1̂ 0, AC, AB, las tres rectas A», B?, C7 
se cortan en el punto <", centro de las medianas ant¿paralelas (que como 
se dijo ya se Uamaptinto de Lemoine). 

Antes de tratar do la segunda ni/ninria arriba citada, prcsiuita-
remos algunas demostraciones ipn', s¡ hicu son dcuiasiadi) sencillas 
y podríamos omitir, no dejan de tener imporla-neia, tratándose de ir 
fijando las proposiciones fundamentales de la üeometría del trián­
gulo. 

•Principiaremos por indicar la demostración del 
problema: 

XLIX (livr. III) '": Hallar un punto M tal, que la 
suma de sus distancias á tres puntos dados A, B, C sea 
un mínimo. 

Suponiendo que sea M dicho punto, para otro punto cualquiera 
se tendrá 

• (1) Thí'nrrmet d ¡iruhh'iu' .< <!• '•''."'«. • '• /". /i"/ ' A'. ' 'ainlmi. dixitmo odiUon. 1879. 
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Por consiguiente, el punto M es tal, que la siuna df los cuadrados 
de sus distancias á los puntos P, Q, R es un mínimo, y por consiguiente, 
el centro de las distancias medias del triángulo PQR O. 

Además; si se trata CM, siendo C su intersección con AC y las dis­
tancias C'D y C E á AC y BC, así como la altura CI del triángulo y 
las perpendiculares QF y PG á MR prolongadas, de los triángulos 
semejantes que se forman, resulta: 

AC AC CD QM AC ^ AC AĈ  
BC BC • CE ' PM BC ' -̂  ' BC bĈ  

por ser CD, C E proporcionales á MQ, MP, quedando demostrado 
que: las distancias del punto M á los lados del triángulo son proporcio­
nales á estos lados (2), y que la recta trazada por el punto M y uno de 
los vértices divide al lado opuesto en segmentos proporcionales d los cua­
drados de los lados adi/acentes. 

Vamos á demostrar ahora que: La recta DO que 
I une un vértice del triángulo AB G al centro O del 
círculo circunscrito es perpendicular ú las antiparale­
las con la base BC respecto al ángulo A. 

Siendo isósceles los tres triángulos formados 
iit;. en O, ios Z' ADC y ADB' serán iguales como su­

plementos do ZOAC + OCA = ZOAC + ZABO + ZOBC y de ZOAB 
+ ZAB'O = ZOAB + ZACO + ZACB. 

También se puede probar fácilmente que: El punto medio de la 
recta KO (lám. 3." fig. 6.") que une el punto de Lemoine con el centro del 
círculo que pasa por los puntos D,D' ,E,E' ,F,F', pues si se une el punto 
medio de E'P, por ejemplo, al punto medio de KO, la recta que los 
una será paralela á la AO, y por consiguiente perpendicular á E'P 
en su punto medio, y lo mismo podrá deducirse parala ED', etc. 

(Se coníiiutará) 
Z. G. DE GALDEANO. 

(1) Esto i't'rfiiltM ilül Icijioma: La nurna Je los cundyutluf fli In.i d¡gl<niriiit de n ¡iiiiilnn 
A. li, C '/' Nii jmn/" ruiilifjíli'ra K, í-y /V/wfí/ 'i ta itiinta de fn^ rnfulv"'- *̂  ' • • 'li.^fniíriu^ di' 
f.<ln.i i¡if::in<!.< pi/ufoa (i su rcittrtí O di' hí.< d/\-i/tíiiti"y / / / • ' / / ' ( • . 'n',fi' tifumi < I , innlrndn 

di SO. l\'.-,iHi' .1 .«yí/i/ h) /úii-li'l. j,ái,r. a",! 

('¿I Ku lii |)i'iií, 7H Si- .•x|.iis'> la iliTiiosIracWn lomada <io la obra ilol profesor C'a.ry .1 ...¡m-l 
to Kiii:lld i'j (lo la ti-aiíiicciúii de -M. i-'alírfrio de (|ue ao di(5 cuenta cu el núm. 4." do ento pnriódico-
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INTRODUCCIÓN AL ESTUDIO DE LAS INTEGRALES EULERIANAS 
ron 

D. LAURO CI>AKIANA Y RICART 

Catedrático de la Universidad de Barcelona 

1.—OH.IKTO DK ESTA MEMORIA. 

Siendo las intet^rales eulerianas una de las ramas del análisis que 
n)ás ha llamado la atoncicín de los matortiáticos modernos; y ya que 
estos conocimientos se encuentran por separado en diferentes obras, 
revistas, folletos, etc., esperamos que la idea de procurar, con la ma­
yor claridad posible, un resumen de esta bella teoría, será aceptada 
con gusto por nuestros lectores. 

Antes de dar comienzo á dicho estudio, presentaremos algunos 
principios y f()rmulas que han de sernos útiles en la teoría que trata­
mos de exponer. 

2.—Ganss llama cantidad compleja á la que se halla expresada 
por •v+i/i, siendo .i; ó?/ cantidades reales; y da el nombre de imagi­
naria á la cantidad x+yi. ]ísta última expresión es la más general de 
la cantidad, y de ella se deduce la cantidad real, suponiendo ;//= o. 
Si.« ó .V son variables, la expresicjn w+i/i constituye una varialile 
imaginaria; la representación gráfica de la imaginaria corresponde 
al punto cuyas coordenadas son ,T 6 //. Así puiuleu obtenerse tantos 
valores como se quieran bajo la forma .v+i/i correspondientes á ios 
diferentes puntos de un plano. 

La forma de las cantidades iinauinarias puede modiíicnrsc al re­
ferirse á ejes polares. Así resulta: 

z = p (eos 'f+i son (f), p = \.v- + I/-, 

(MI el concepto de ser p la distancia del punto imaginario al polo, 
cuya distancia se llama módulo; <f el argumento que mide el ángulo 
<U\\ módulo con el eje polar, y co-'i 9 + i sin. ¡p el coeficiente de incli­
nación. 

Por fin, se dice que una variable imaginaria ó compleja es con­
tinua, cuando .v 6 y varían de una manera continua. 

3 . — C o N D i n O N K S A (¿ITE I)E»E SU.TETARSE UNA FUNCIÓN COMl'I.E.IA I'AIÍA 

AÜMITIli I-NA l)i:iilVAI)A l'NICA Y DETERMINADA. 

(!iiaii(l() .'' i y i descrilii^ una curva, debe entenderse que el punto 
cuyas coordenadas son ./' ('• // (raza dicha curva. Ahora bien, si X-f Y< 
es función de .?; -f- ;»/<, esta expresión admitirá una derivada única y 
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bien dctorminada, <• i i idepondiente de los valores arbi t rar ios que van 
tomando .»•('// al aporcarse á un punto dado, si se sujeta á las condi­
ciones (|ue vamos á determinar 

.Sef^ún los priuci]iiüs f^eneraies del análisis, [)uede escribirse como 
exprcsiiui de la deris 'ada 

, V , • , V ( / ''•^'+ , - ''•") + ( , - ' ' • ' + / ''•" r 
(l\ + 1(1 \ \ (I ,i; <i 1/ J \ </.J' li ¡I J 

l.K + id y <l r -f / (11/ 

/ dX d \ \ c dX d V \ ,¡„ 

\ , ^ . +'• ./..J + I , / . * / + ' d„) d\r 

P a r a que esta der ivada resulte independienti ' de los valores que 

que va tomando ' , 6 sea de Ja tlirecciiin que toma la varial>le al 

acercarse al punto eonsideradu. liasta eupones 

d \ d \ d \ ,IY 

+ / -, , + < , 
il ,r ti ,r if .1- (lif 

1, de donde 

dX 

(Lv' ~ 

d \ 

dx ' 

i 

d \ 

d.,: 

•* ) 

</x 
" • " ' / / / 

Estas son las ecuaciones de condic¡<'m que deben real izarse ])ara que 

laíiincit5n admita unaso ia der ivadaexi i resadai ior , ' / + . , ó tam-
d .r (I .r 

dY . dX , . , . 
bien por - , — / , , cuabiuiera (lue sea el camino (lue s¡"a la va-
r iable para a lcanzar el punto sniniesto. En este caso la función es 
inonói^ena. 

Las der ivadas de las ecuaciones de condición procuran además 
las igualdades s iguientes: 

d'X _ d'Y d'Y _ d'X 

d.r- d.rdfi'' drdii d y-
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(/,(•-' flrili/' (Irdi/ (I ¡I- ' (1.1(1 ¡I (I ¡I' ' (/,)•- d.idjf, 

do donde 

r/-Y d'\ (¡Y (/-'Y 

I'lsti) iiDS d i iT (|iir siild ilclirii a d m i t i r s e ])¡u\i X ('• Y a i p i e l l d s v a l ' i n s 
i[ue S(̂  siijeti'ii á las ('(Mldicinues (nie a n i e c e d o n . 

JOii el e(>u(;e|it<> de r e l e f i r s e á ünofdeMadas |)iihu'e.s, se t e n d r á : 

: - o (cds 10 j - i s e n ("I; 

(/; - - Icos (O ¡̂  / s en i") ¡í;. | -> ( - si'ii lo f- / eiis lu) '/ M; 

de d o n d e , si la l i inei i ín e s it j - r/, i 'esulta: 

/^dii , í/íí , \ /"de , í//' \ 

d (II \-r i) \ , ' / - > d} ) \d"> í/o ' y 

(/ ; (eos 10 / s e n "M '/ > 1 ? { - sen "J (- / (jos '") </ ' 

. / . ^('ii di' \ / dii d r\ 

di'' 
(eos '" I- / sen 1") i- p (— sen '" ) / eos '')| 

lOsle i'esidlado será iniliMi Midieiite de la relaeiiín ,' , si la sniela-
d'j> ' 

mos á las cmidieiones siii'nienics 

d II d II d II d r 

I -^ I ' 

eos ") + sen w p ( - s e n o / eos w 

iavíaldad (jne pnede tomar la forma: 

dn d v (I II d I' 

(I ,r (/,)' d (I) (/ (ü 

'A - sen<" + /cosw) '-( -Keii(o-)-¿ cos")) 

do donde rosnitan las ecuaciones do coadiciiin. 
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d r (I II <l II il V 

il ^ ' ( / p ' d <'J ' d o 

4 . — I ' H O Ü A l i (¿TK I .AS K I ' N C I D N K S ( l l í l l l , \ A l!l AS ScíN M( I M ' K Í K N A S . 

Las funciones (irdiiiíirias se hacen (Irpcndiftitcs de liifuncitin cx-
ixjnencial, puesto que liis cxprcsiDncs 

y = ;v '", II ^ = / . ,/• , / / = .y,',í ,/• i'ti\ 

pueden adqnirir las formas sij;'u¡cn(es: 

,7- \ — 1 — ,/• V - I 

Además, la exixjueiicia! es nionrmcna; en i'fecto, sea 

.r-f- II i .r 
e --.-- e (eos 1/ + i sen >/) 

al comparar este resultado con X -t- Y /, se obtiene; 

. ( ' , ; • 

\ =: e eos //. , I — t' si/n ,'/ 

ü sea 

(/ X d í. 
^ <••'' eos í/. , , — v-^ eos (/. 

d\. dX 
- I" sen // , , z= - e-'- sen y: 

il.r d¡i 

lueji'o la funci(')n ex|)oiieneial es jiionÓLfona, puesto «luc se verifican 
las ecuaciones de condici<')n 

d\ dY ''^' _ _ <f^ 
d.r d ¡I ' de di/. 

Ahora bion, como las otras funciones ordinarias di'penden de 
ésta, do ahí resulta (¿ue las funciones ordinarias ¡lueden considerarse 
todas nionííg-enas. 

/ ,S'(' inKllllllUril I 
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VARI EDADES 

Pl iUdl iAMA l)i;i. C I U S o DI-; ll lSTOUIA l)K LAH MATHMÁTICAS KN l.A U M -

VKHsiuAi) i)K MosKow. (VíHüiios (lo HTíin utilidad para los iutoresados 
011 seguir los prof^rainas y i)laiios de enseñanza adoptados en algunas 
Universidades 6 Escuelas técnicas, el dar un resumen del progra­
ma publicado en la Bih/iuthcra mnthcmntica ijue dirige en Htokolmo 
(d Hr. Enestríim, haciendo un estrado de algunas do las 59 leccio­
nes que constituyen el curso do Historia de las matemáticas explica­
do en la Universidad de Moscow, é instituido desdo el año 1882. 

1. IntroducciiHi. (Objeto de la historia délas matemáticas y su 
fin; a) filoscílico; b) cientíiico; c) pedagógico; d) gcineralmente instruc­
tivo. Principio de las investigaciones sobre la historia de las mate­
máticas. Kesumen del estado literario de la historia do las matemáti­
cas (m la antigüedad, en la edad media y en los tiempos modernos. 
Las lecciones 2.'^ y li." están dedicadas al origen y primeros desarro­
llos d(d cálculo verbal y al origen délos sistemas de numeración. 
La 4.'' trata del origen y desarrollo primitivo del cálculo gráfico. Cálculo 
del nuilo entre los ciiinos y los ])(u'uanoH. Tabla de Lochon; los qui­
pos. l'\)rmas figurativas d(d cálculo, etc. Î a l(!cci(jn 5.'̂  continúa los 
desarrollos del cálculo gráfico. La (1.", 7." y H." trata de las matemáti­
cas entre los ejipcios. La escuela ¡(ínica y la pitagórica son objeto de 
las lecciones !t, 10 y 11; con la VI comienza la historia do las mate-
nuUicíis griegas, tratándose en la lli de l'latíín y su escuela. En la 
leceiíui 14 se trata de luiclidos y sus trabajos, haciéndose una rela-
ciiHi general ile sus «Elementa» de las *:Ealsas conclusiones» los 
«Porismas» las «Dadas», ol libro de la división de las figuras» las 
«secciones cíínicas? etc. 

Eratiisthenes y Apolonio, los matemáticos italianos y la última 
época de los progresos d(í la geonuítría griega son ol objeto respec­
tivo do las lecciones 14, Hi y 17. De las investigaciones do llorón y 
Hixto .Julio Africano en mecánica y geodesia y de las do trigonome­
tría de (¡eniinos, Theodosios, Menelao; Ptolomeo etc., tratan la 19 y 
la 20, dedicándose las 20 y 21 al análisis indeterminado y á la deca­
dencia de las matemáticas en (Irocia. De la 22 á la 2o sirven para 
hacer la exposición del desenvolvimiento matemático en la India, 
del)iéndoso citar (uitro los varios asuntos los trabajos do el Arya-
l)atha Hrahmagupta y Ikiskara Acayra, la Aritmética teórica, ol Alge­
bra, las ecuaciones, el análisis indeterminado los rasgos característi­
cos de la geometría india, la aproximación de T:, la trigonometría, 
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los senos y los senos versos y sus tablas. La lección 2~) comienza con 
la literatura matemática de los árabes, basta la 2>̂ . Kii esta se tiata úii 
las matemáticas en los pueblos que importaron las matemáticas arie-
gfas en la Europa Occidental. La '29 trata de Jos esliidios en los con­
ventos, Casiodoro, Boecio, Isidoro de España, Alcuino, y la obra ci­
vilizadora de Carloniagno. Gerbert y í>bras de los matemáticos árabes 
traducidas en latin son ol)jeto délas lecciones 80 y ,'Jl, Sucesiva­
mente las lecciones ',]2, 3.'J, .'i4 y 'i~> tratan de Leonardo de Pisa, apro­
piación por la Europa Occidental de los conocimientos científicos 
transmitidos por los árabes, y del.movimiento matemático realizado 
en Italia por Ferro Tartajília, ('ardan, Ferrari y Hombelli, 

A Vieta cuya imj)ortant<í y decisiva influencia en el [)rO(>reso de la 
matemática se da á conocer, con la exposicitín de sus trabajos, en las 
lecciones .'i(i y 'i7, sig'uen el examen del Alirebra en Alemania, Ingla­
terra y Holanda y el descubrimieiiro de Jos Joaaritmos, Las leccio­
nes 40 y 41 tratan respectivamente de Descartes- y de los ¡¡rofjresos 
del análisis indeterminado y oriaen de la teoi'ía de las probal)iIidades, 
Bachet de Meziriac, Pascal y Fermat, 

En fin, el desarrollo del cálculo iníiiiiicsimal, cuyos [)riiueros 
principios sent() Kepleí', el im-todo de Jos indi\isili|i'S di'(,'avalieri, 
otros métodos debidos á Fermat, H(»ber\al, W'alii.-;, .Meieator (lre;i()-
rio do St Vincent, el método de lâ ; fluxiones de .Vi'wtou y el análisis 
infinitesimal de Leibnitz. FA análisis infinitesiui.il entre jus matemá­
ticos ing'leses Taylor y Maclauriii éntrelos matemáticos del conti­
nente los Bernoulli y por último el .\lar(|ni's de I'Ib'ipital, d i tes y 
Moivre constituyen los asuntos correspiuidii'ntes á las Ircciones del 
profí-rama hasta la 51, teiminando el curso con Euler, La;;i-an;ie, los 
fíeómetras del si^lo .wii y xviii, y en fin, Moiiize con la ÍMi[)ortaneia 
de sus tral)ajos en el desarrollo de la (ieometría sinf('tica y í'ariiot y 
Poncelet que influyen en la emanciiiación de la (ieometri'a del Análi­
sis para su futuro profjcreso. 

Estas indicaciones del interesante curso de Historia di' la matemá­
tica profesada en la Universidad de Moscow, así como las que luci­
mos en el núin. 7." de este periiídico al tratar de la enseñanza de 
esta asignatura en la Universidad de Texas ¡lonen en evidencia la 
que van adquiriendo los estudios matemáticos desde el punto de vista 
crítico y filosófico y señalan la necesidad de coni|)letar los estudios 
del profesorado en ciencias con una síntesis general que reúna estos 
modos superiores de considerar la ciencia. 
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PlUJIíIíAMA l'AHA LA ASIONATIJHA DK CÁLCALO INFINITESIMAI, desUnodo 

al curso de 1890 á 189ken la Escuela preparatoria de Ingenieros y Ar­
quitectos. 

YA programa (lue acabe de publicar el profesor de la Escuela Pre­
paratoria (le Infíenieros y Arquitectos Sr. líentabol, conforme al 
curso explicado por el mismo eu dicha Escuela, ofrece alf>unas parti­
cularidades que su autor consi<?na en uu breve razonamiento preli­
minar. 

Se lija ante todo en algunos puntos oscuros ú discutibles, que 
en ésta, como en las demás ciencias, aparecen al tratarse de sus 
conceptos primitivos, y (jue en algunos tratados so exponen dema­
siado someramente, por lo cual dicho señor reunió estas principales 
cuestiones en su folleto titulado La introducción al estudio del cálculo 
infinitesitnal, de que ya so dio cuenta en la pág. 44 de esto periódico. 
La explanación de estas cuestiones fundamentales constituyó la in­
troducción al curso del Sr. Hentabol. Cierta involucración de teorías 
que se observan en algunos tratados en los cuales no se hallan sepa­
rada la parte doctrinal del cálculo de sus explicacioncís gcomi'tricas 
son muy tenidas en cuenta por el Sr. Hentabol, creyendo l(')gico el 
reunir éstas en cuerpo de doctrina en la última parte d(!su curso, (¡ue 
forma la Geometría iti/initcMiiiial. Además observa (|u(f la teoría de las 
series, verdaderos límites de sumas eu ni'nnero iníiuitíunente cre­
ciente de sumandos, (pie constituyen una especie de cálculo integral 
más elemental (]ue el así llamado, y al cual pu(^den servir de i)repa-
racion, no pueden estudiarse debidamente sin el conocimiento del 
cálculo diferencial, siendo expuestas á continuación de éste, evitando 
así el interrumpir este (!stud¡o, como se hace en algunos tratados, 
para reanudarlo, con pérdida de tiempo y unidad en el plan. También 
insiste el Sr. Hentabol en la inexactitud (') j)oca conveniencia do al­
gunas denominaciones unánimemente empleadas como la palabra 
diferencial, (jue conceptúa como una imperfecta traducci(5n de la pala­
bra diferentielle y las denominaciones de envolventes y envueltas, que 
se presentan en muchos casos en contradicciím con los hechos, por 
hallarse envuelta la envolvente, y á las cuales sustituye las de curvas 
tangentes ;/ tangenciales, así como emplea además las denominaciones 
de cantidades infinitamente crecientes, etc. Y ciertamente que conven­
dría algunas veces alterar denominaciones defectuosas comunmente 
empleadas; pero en nuestra humilde opinión, si esto pudiera conve­
nir en un prudentísimo límite, la aspiración á reformar el lenguaje 
matemático, por más que tendiera á su perfeccionamiento, conduciría 
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á Ja larga á discrepancias que es de todo punto preciso evitar, siendo 
preferible salvar este inconveniente en la definición más bien que en 
la palabra, signo de la noción ó concepto, pue» sabido es que en las 
definiciones matemáticas al signo es lo accesorio, siendo lo esencial 
el significado que constituye el objeto defimdo. 

Este es el resumen del Programa publicado en la Crónica Cientí­
fica, donde con más detalles se expresó el concepto y extensión de la 
asignatura esplicada por el distinguido profesor de la Escuela pre­
paratoria de ingenieros y arquitectos, que procura con éxito ajustar 
su plan de enseñanza á los últimos adelantos de la ciencia. 

CoMriyKMKNTü KLKMKNTAL Á LA AlilTMÉTICA V A L O E B K A OK LA SEOL'N-

OA KNSESANZA/>oj' D. Manuel Sa/arera. 
Es un motivo de satisfacción para los que se interesan por los 

adelantos do las ciencias en España, el hecJio de aparecer obras que 
se salen del moldo permanente según el cual por desgracia muchas 
se han ido sucediendo, sin ofrecer siquiera novedad en la forma-
y la nueva obra del distinguido profesor del Instituto de Tarragona 
se encuentra entre las que i)uedon citarse como ejetnplo de que va­
mos encaminándonos hacia un período do iniciativa individua!, muy 
distinto del de la prolongada tutela en que vivimos sometidos á los 
restringidos límites de los programas oficiales, (jue no siempre pue­
den prever todas las contingencias ni eventualidades del progreso 
científico. 

El Sr. Salavera ha creído necesario, sin salirse de los conceptos 
elementales, el presentar en su nueva obra otros que ya van inclu­
yéndose en los libros destinados á los estudiantes '", de manera que 
les sirvan de base para los estudios de Facultad y para el ingreso en 
carreras especiales, con señalada ventaja de su cultura científica, si 
bien es cierto que para esperar tales frutos en la segunda enseñanza 
se impone, como indica dicho señor profesor un examen de ingreso 
más riguroso y completo que el que por desgracia hoy se exige, y 

fl) Desde hace años outrau en plan <Ie exposioión de míH tt-atadoíj elementaleH la teoría 
de las congruencias en Aritmética, como base de la teoría divisibilidad; en Algebra uo solo 
las teorías de determinantes, teoría general de ias operai-iones, etc., ya universalmente expueS' 
tas, sino la de las sustitucioueK, 1» teoría geométrica de las imiginarias, de laü ecuaciones do 
congroencia, etc., en Oeometría la de la homotecia. la de correlación, etc. muy útiles para 
que los alumnos a» formen conceptos generales, —Z. O. de O. 
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reduce nuestros centros de segunda enseñanza á escuelas de ins­
trucción primaria un poco ampliadas. 

Las materias tratadas en la obra del Sr. Salavera son las si­
guientes: 

Algoritmia y Algoritmos. M(5dulo, indicando algunas de las varias 
acepciones que tiene esta palabra. Congruencias, exponiendo los 
principios fundamentales de esta teoría, seguidos de algunas aplica­
ciones, principalmente á, la determinación de los caracteres de divi­
sibilidad y á la comprobación de algunas operaciones numéricas.Pro­
porciones armónicas. En las progresiones, algunos problemas como, 
por ejemplo, la fórmula general de la suma de potencias de los térmi­
nos de un mismo grado de una progresión por diferencia é indicacio­
nes sobre las factoriales. Constantes, variables, función, serios, finito, 
indefinido, límites, teoremas y aplicaciones. Magnitudes conmensu­
rables é inconmensurables. Errores, fracciones continuas. Imagina-
rismo y su representación geométrica. Combinatoria, probabilidades, 
sucesión, inversión y sustitución. Matrices y determinantes, tratando 
hasta los de cuarto orden y de la aplicación á resolver sistemas de 
ecuaciones. Ecuaciones de segundo grado. Máximos y mínimos. 
Ecuaciones trinomias y bicuadradas, transformación do las expresio­
nes de la forma \ A + v'H. Ecuaciones recíprocas de cuarto grado. 
Ecuaciones binomias. Ecuaciones exponenciales. Anualidad, impo­
sición y amortización. Rentas perpetuas, vitalicias y seguros. Invo­
lución. 

• 

AmTHMETICA PARA URO DOS LvCKUS R ESCOLAS NORMALES pOV B. V. 

Moreira de Sú profeaaor da escola normal do Porto. La obra del se­
ñor Moreira do Sá contiene las teorías que se exigen en los cursos de 
los Liceos de Portugal, observándose en toda ella un rigor lógico que 
da cierta unidad en la forma de la exposición, nunca interrumpida; y 
á ello contribuyó ciertamente la forma esquemática empleada en las 
demostraciones, donde se nota un predominio de los conceptos com­
binatorios. 

Antes de entrar en la exposición de la Aritmética, presenta unas 
nociones preliminares que le permiten elevarse gradualmente desde 
el nvímero abstracto y entero hasta los números fraccionarios é 
irracionales, terminando con una indicación de los conceptos lógicos 
que deben conocerse para hacer el estudio de la Aritmética con ri­
gor y aprovechamiento. 
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En la exposición del texto comienza al tratar cada materia por la 
definición, siguiendo sus consecuencias inmediatas, después los teo­
remas relativos á la cuestión considerada, y en fin, las reglas y prin­
cipios prácticos; y la forma esquemática de las demostraciones per­
mite el tratar sin confusión, y antes bien con gran sencillez la gran 
variedad de casos que en cada cuestión ocurren como consecuen­
cias rigurosas de cada definición. Así, por ejemplo en la suma y resta, 
como en la multiplicación y división enuncia la totalidad de propo­
siciones concernientes á los resultados de combinaciones cualesquiera 
de la operación directa con su inversa, y para ultimar estos desarro­
llos termina con la exposición de las leyes de asociación, de conmuta­
ción y de distribución. Además trátase de las operaciones con polino­
mios, hallándose representado cada término de éstos por una sola 
letra. 

El libro 1.0 termina con las propiedades de los números enteros 
expuestas con el rigor en el orden y la brevedad en la forma que per­
mite el predominio de la forma esquemática de las demostraciones. 
Esta facilita el demostrar en la teoría de las fracciones las propieda­
des que otros autores dan á conocer en la teoría de la proporciona­
lidad, y el plan general permite tratar siempre las potencias y raices 
inmediatamente después de las demás operaciones. 

No dejaremos de citar, por último la manera notable de establecer 
en el libro 3.° que trata de los números irracionales, las nociones de 

número inconmensurable y de límite, presentadas 
con rigor y claridad. 

En íin á la teoría de las progresiones sigue la de 
los logaritmos, ya (lii¡\ ados del concepto de fun­
ción exponencial, ya de la simultánea consideración 
de dos progresiones. 

Z. ( i . \)V. G A I . D K A N O . 

* • » 

Bnunciadoa de las ouestionea de la ITueva Correspondencia Matemática) 

7. Una elipse cuyos ejes se conocen, gira en su iilano alrcdeilor 
de su centro. En cada una de sus posiciones se le trazan tangentes 
en los puntos, en que se lialla cortada por dos rectas rectangulares 

(1) Esta lltíinii 1 nt [ispúndi' á la Hüliuif'm tlel prohiiMna iním. ÍV' 

( r i i in '>0^. 
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íljas, trazndns por dicho centro. Hallar el lugar de los puntos de in-
tersoccifín de las tangentes. Se consideran además las cuerdas de 
contacto así determinadas, en la elipse, j se trata de hallar el lugar 
do sus intersecciones sucesivas. 

(Lille. Concours académique. 1875). 
H. Siendo A, B dos puntos de una elipse, P el punto de encuen­

tro de las normales á la curva en estos dos puntos; O, D los pies de 
las otras dos normales que se pueden trazar por el punto P: 

1." Hallar el lugar que describe el centro de la hipe'rbola equi­
látera que pasa por los cuatro puntos A, B, C, D cuando la secante AB 
se mueve paralelamente á sí misma. 

2.0 Demostrar que el punto D', diametralmente opuesto al pun­
to T), se halla con A, B, O, en una misma circunferencia; y hallar ol 
lugar de los centros de esta circunferencia, cuando la recta AB se 
mueve couio en el primer caso. 

(Lille. Concours académique. 187G). 
íl. Se dá lina circunferencia, referida á dos ejes rectangula­

res (3X, OY y un punto A sobre OX. Desde el punto A se trazan se­
cantes ABC, después se constru^'en en los puntos de intersección B, O, 
y S(\ ])r03'ecta sobre estas taugentes el punto de intersecciiin D, 
do ABC con OY. Hallar el lugar de los puntos M así obtenidos. 

Indicar tr)das las formas de la curva. 
(H. Brocard). 

10. Dado un producto de n factores lineales con dos variables 
de la foruia 

(x^y) (x+y-\) (.»• i / /-2) . . . (ai+y-n+V), 

se Inila de descomponerlo en iiua suma de productos cuyas varia­
bles (|iio(lou separadas. 

(II. Jirocard). 

11. Integrar la ecuación 

ary dy'--2 (aa;"--\-hy'-) d.v dy + .vy d.v- = o 

(E. Catalán). 

12. Sean AB la lauuvnte on A á una circunferoiicia O; DE la 
polar del ])uu((» A con II'IIICÍIHI á otra circunferencia O'. Hallar el lu-
U'iir niMinii'iricii (Ir 1,1 iiilrisi'ci'JiMi M (lo las rectas AB, DK cuando el 
puiltii A (losei-ibc l;i cii'eunl'oi'ciiuia (). 

(Zalu-iulnih-}. 
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Ou«aUoa«a propueataa por cK. &emota«> 

13. Bajo qué condic¡(5n pueden las longitudes 2p, R, r represen­
tan respectivamente el perímetro, el radio del círculo circunscrito y 
el radio del círculo inscrito de un triángulo. 

14. En un triángulo rectángulo el semi-perímetro es igual á la 
suma del radio del círculo inscrito y del diámetro del círculo circuns­
crito (esto es evidente). Demostrar que recíprocamente: si en un trián­
gulo el semi-perimetro es igual á la suma del radio del circulo inscrito 
y del diámetro del círculo circunscrito, el triángulo es rectángulo. 

15. 8ea un triángulo ABC del que se da la base BC. Hallar el 
lugar de A, sabiendo que los lados se hallan en progresión aritmé­
tica; caso en que la base no es ni el lado mayor ni el menor. 

16. Hallar la condición para ([uc el círculo conjugado sea tan­
gente al círculo de Brocard, y demostrar que hay triángulos reales 
que la satisfacen. 

17. Si se designan por o, i„ .. las cantidades 4R + )', 4 I l - i v , . . • 
siendo r„ el radio del círculo ex-inscrito tangente al lado BC, demos­
trar que si se tiene: 2'::=y>- (K; ]{ — >•), el punto de fiergonne del cír­
culo inscrito so halla en el círculo conjugado, y ([ue si se tiene 
^(i^ = (p~<i) ^ (1*> II —r„), el punto de Gergonne del círculo ex-iuscrito 
que tiene por radio r„ se Jiaila en el círculo conjugado, hacer ver 
que existen triángulos reales que satisfacen estas condiciones. 

El centro del círculo circunscrito no se halla nunca en el círculo 
conjugado. 

18. El ortocentro, el baricentro, el centro del círculo inscrito no 
se hallan nunca en el círculo de Brocard íprescindiéndose del caso 
del triángulo equilátero). I..os centros de los círculos ex-inscritos 
tampoco se hallan en él. 

19. Si el círculo de Brocard toca á la biscetríz del ángulo A, se 
tiene: 2a = ¿ = c. 

Si toca á la bisectriz exterior del ángulo A, se tiene 

20. Si se tiene 

p^ (UV-\-20Rr-2r--p-) = r<l\ 

el triángulo es isósceles. 

Zaragoza. — Imprcnla ile C. Ariiío, Coito, 100, bajos 


