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DEVELOPPEMENTS SUR LES PARABOLES BE M. ARTZT

rar M. G. pe Lonceiiaurs

Dans denx articles publiés dans le Journal de Mathématiques é14-
mentaires @ ot dans le Journal de Mathématiques Spéclales ® nous
avons mis en évidence quelques propidtés des paraholes sur lesque--
Hes M. Arizt a, il ¥ a quelques anndes, appelé | atiention des, amis de
la Géométrie du triangle; parabeles gu'on désigne maintenant sous
le nom de ce Géomatre, '

Noas rappellerons d’abord lear définition.

Un triangle ARC étant donnd, il existe unc parabole 1, bien dé-
terminge, passant par les sommets B3, C, tangentiellement’ aux cotés
AB, AC. On peut ainsi, au triangle ABC, faire correspondre trois pa-
rauboles Pq, Ps, Pe; ce sont les paraboles de M. Artzt. Ces paraboles,
ainsi assocides au triangle ABC, jouissent de propiétés intéressantes
et, en revenant ici sur 'étude a laquelle nous avons fait tout a I heu-
re allusion, nous nous proposons d’en signaler quelques unes. Mais
pour donner & la Note présente tout son intérét et surtout pour en
facititer la lecture, nous devons reproduire ' abord les résuliats aux
quels nous sommes arrivé dans les articles citits,

). -- Etablisons & abord elomentanrunent I'ax pressmn du pardm{,-

tre de 1a parabole Pa: :
Théoréme-Pour toul triangle ABC, il evisle une pambolc Pa tangmte

——
(1} T.)srlicie que M Artzt a fait parditre sur los psrabolos rommquablas du plan d'un
trianglo ne nous st pay conmi
11 ast done trbs possible quo eertalnos résuliats énoncds dans colle Note ot mme corialuey
démunstrations plant été d4jA rencontréy par ce Géombtire,
(%) Loc eit; annvo 1890; p, 148, :
(8} foc eir; année 1890, p. 140,
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aux points B, C, ava citée AB, AC; le demi-paramétre P de cette courbe
est donné par la formule

g
P= 2

m’

dans laquelle S désigne U aire de ABC; m la
longueur de la médiane AM qui correspond aw
Fig. 1.+ sommet A ) (fig, 1.8),

Des propiétés connues prouvent que: 1° P, passe par le milieu
de AM 2° la tangente en ce point est la droite B‘C’ obtenue en joignant
le milieu de AB, au milieu de AC; 3° le foyer F appartient au cercle
circonscrit an triangle AB'C’ (théoréme de Lambert @; 49 F appar-
tient aussi & la symédiane du sommet A (théoréme de Poncelet ®: 5
En projetant F sur les ¢dtés AB, AC, on obtient deux points H, H';
HH' est la tangente au sommet.

Nous poserons

CAM =« MAB =58,

et nous désignerons par R le rayon du cercle circonserit 4 ABC; R
sera done le diamétre du cercle circonserit & AB'C'.
Le quadrilatére inscrit C'AB'F donne

B'C'.AF = B'F .AC' 4+ C'F AB’,
ou AF sin A = B'F sin B 4 C'F sin C.

On a,d’ ailleurs B'F = Rsina, CF = R sin §
et
(1)

m a@ m a

sinC  2sina’ sinB ~ 2ginp’

(1) Ce théorbme a été énoncé par M. Artzt en 1984, dans le Programme scolaire du Gymna
se de Recklinghausen. Une démonstration en & 6té donnée par M. Brocard, dans le Journal de
Mathématiques apéciales; 1886, p. 124. Les formules ludiquées (loc. cit.) son inéxactes. Elles ont
646 corrigées & la p. 240 du volume cité, mals incompldtement. Lo facteur numdérique de 82 est
égal &1, et non & 8,

Pour éviter toute confusion, il faut convenir que le paramétre d'une conique est la lon-
gtteur de la demi corde focale qui est perpendiculaire & I'axe focal.

(8) Le cercle circonscrit au triangle formé par trois tangentes i une parabole passe parle
foyer de eette courbe.

(8) Les tangentes issues d'un point, & une conique. sont isogonales avec les droites qui vonb
du point considéré, auz deus foyers,
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De ces égalités, on conolut

AF gin A = Emﬁ sin B sin C,
ou

. ’ , -.
(2) AF = EB—.-,sin B sin C-. :

Menons FI paralléle h AM :FI est I’ axe de P la projection de FH
sur FI donne le sommet § de la parabole, On a done

p“

=z -§ *
11 est facile d’obtemr, d aprés cels, la valeur de ”
Le triangle AFI donne '
FI= AF E*_‘_‘.‘ ,
in @
on, en tenant compte des galités ( l), (23, .
°R* . !
Mais FS = FHsin § = Fl sin® §;
p _ e*sinp ¢t a'sin’B 8 R
done . T Tdm T om T amt T amé? AN
52 - |
d' ob, finalement, ' p=—

2.—Un triangle ABC dlant sonsidéré, il existe uno parabole Pa
passant par les points B, C tangentiellement aux droites AB, AC.
Soient Ps, P. les deux paraboles analogues (fig. 2.4) @,

(1) & propos de ces psrabales outre les sources citds plus haut le lecleur pourrs oon.
sulter:

Matkesis, 1854 (questions M1, 350); réncluss [885, p. 168 (avee uns rectifiostion, portans sur
ia seconde pariie de In question 830). _

Mémoires de P Acadimio de Monipellier, 1688,

Nowveller Annales, 1888, p. 311, § 4,
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Les équations des paraboles Pp, P, (coordonndes barycentriques)
sont:
B — d4ay = 0, 1 = 4a8 = 0,

Abstraction faite du point A, elles admettent un autre point réel
A'; nous allons montrer que les tangentes, en A', aux courbes Py,
P. sont, respectivement paralléles aux medianes CM’, BM'. De cette
remarque, nous déduirons les aires des triangles curvilignes formés
par les paraboles considérées.

.es rdonnées a,, fo, vo du point A’, vérifie s dgralitds

Les coordonnées , 7o du point A’, vérifient les dgalités

4z, = !au = Yo-

La tangente 4 Py, en A', a pour
équation
I-"'j'?m bz 21":11 - 2‘{1(- e U)

ou

On voit, sans peine ), que la droite correspondante est para
lléle & CM", droite qui est représentée par 1’ éqguation

ll-—-J:”.

Cette remarque conduit au théoré¢me suivant:

Théoréme.— Les paraboles de M. Artzt se coupant deva @ dewa aux
points A', B', C', les aires des triangles curvilignes qu'elles deéterminent
sont données par les formules:

ACB =CA'B' = BA(C =

17
ABC
1 A

8

ACB = BAC = CB'A = 531 ABC.

(1) En coordonnées barycentriques, les équations
ma + nfl + py =0, m'z +n'f +p'y=0,
représentent deux droiles parallbles, gi 'on a

m—n n—p
m—n o —p'
(Voyez, par exemple, le Supplément & notre Cours de mathématiquer spéciales, 2.+ édition,
p. 168) .
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On sait que l'aire d'un segment parabolique est les%— de celle

du triangle qui a pour base la corde du segment et pour sommet le

point de 1'are le plus éloigné de cette corde.
Or, sur I'arc AC'B, le point (', comme nous venons de le voir, est

tel que la tangente en ce point est paralléle & AA". On a done

aire du segment AC'A’ = —,?AC'A'.

On sait d'ailleurs, ou I'on vérifie sans peine, que
CC" =8 M"C.

Drapres cela:

—_— PR P
t, par suite ACA' = £ ABC
et, p X b 27 > 2
On voit aussi que
; TOIE:
aire dic segment AC'A" = Bi ABC

16 i
De méme, aire du segment AB'A" = a1 ABC

Ces égalités donnent

32

(1) aire ACA'B = 5 ABC.
Mais on sait ) que

. ‘ ’ ’ ‘ 5 . |
(2) aire A'C'B’ = 7 ABC.

(1) Voyez Mathesis (loe, cit ) La proposition en question se démaontro trds simploment en
observant que la parabole de M, Artzt, correspondant au oftd HG, passe par lo point 1, milicu
de AM el que la tangente en ce point est parallélo & BC et, par suite, & B'C",
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Les égalités (1) et (2) donnent
g SR U §
aire AC'B' = Bl ABC.

Enfin, les trois triangles formés par les edtés de ABC et par les
arcs de parabole étant équivalents ), on a

3 fois aire AC'B + 3 fois aire AC'B' + aire A'B'C' = ABC;

_
2 ABC.

ou, finalement, aire AC'B = 30

Fig. 1»

3.—1L.es paraboles de M. Artzt mettent en lumiére une certaine
ellipse U, du plan du triangle; cette ellipse passe par les points réels
comuns i ces trois paraboles; en outre, son centre coincide avec le
centre de gravité (@ du triangle. Les dimensions de cette ellipse peu-
vent étre déterminées comme nous allons I'indiguer.

Si, par C’, on méne une paralléle i la médiane BB’, cette droite
coupe AA’ en un point A, symétrique de A' par rapport a G @,
L’ellipse que nous considérons est done, d'aprés cette remarque, cir-
conscrite & un hexagone H (A'B'C" A"B"C"), dont les ¢dtés sont paral-
léles aux diagonales (fig. 3.8),

En considérant ABC comme la projection orthogonale d'un trian-
gle équilatéral, on voit que U est ]a projection d'une circonférence U’
circonscrite a un hexagone régulier H', correspondant a H.

(1) Pour le montrer, il suffit de considérer le triangle proposé comme la projection ertho-
gonale d'un triangle déquilatéral convenablement choisi,

(2) On vérifie facilement cette propriété en observant que (C' étant le centre de gravité
de AGB) DC' passé par le milieu de AG.
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Appelons p le rayon de cette circonférence.
Soient «, 8 les demi-axes de U; on a

naf _ aire H'

6p i
2 . .
ou af = 3‘/3,&?'8H.

En observant que
aire H' = 6 fois aire C'GA" = 6, 52,}; ABC = -%—ABC,

on a
(1) af = i wEw
2143
Pour déterminer «,"f, cherchons maintenant I'expression de

a® 4 B
Soit K le milieu de A"B’ ; GK rencontre Uen N, et I'on a

@ 4§ = UG+ ON°.

Mais, en se reportant a la circonférence U’, envisagée ci-dessus,

on voit que
GN _ 2 |
GK V3
2 L] G2 4 5%
On a done o 4 B = CG +-3— K.

Un calcul facile donne, finalement,
2(a* + b* + )
(2) u& + ﬁ! = aE 8__.__,_1 .

Les formules (1) et (2) font conaitre les dimensions de I'ellip-
se U O; ellipse déterminée par son centre qui, comme on 1'a vu,

(1) Bauf erreur dans le calcul que nous avons fait, I'équation de cotte ellipse remarquable,

en coordonnées barycentriques, est

B(a? 4 41°) = 11 («ff + By 4 v2).
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coincide avec lo centre de gravité ( du triangle ABC ot par irois
points, centres de gravité des triangles GAB, GBC, GCA,

4 —Iisetude que Ion peat faire des paraboles de M. Artzt porte
sur d'autres partics que celles qne nous avons signalées jusqu’iei.
C'est ainsi, pour ne ciler que les éléments les plus essentiels h cette
dude, qu’ on peut demander les coordonnds du foyer, I'équation de
I'axe, celle de la tangente au sominet, ete..... Nous nous proposons de
déterminer, en finissant cette Note, ces diverses relations: il sera faeile
ensutte d en déduire de nombrenses conséquences: nous 1aissons ce
goin aux lectenrs que ce sujet pourra intéresser.

5.—Coordomnies barycentriques du foyer de la parebole Peo.

Nous avons observé plus haut (figr 1y que le foyer F de I? 4 était
situ¢ sur la cireonierence AIB'C et sur la symédiancAF.

Cherchons ' abord |"équation de la ecireonférence ARC (M Nous
avons indiqué (Supplement 2 ed” p. 170) pour I'équation géndrale
des cercles en coordoendes barycentriques, la formule 2:

(exp v brwy)(@+64+7)—a*8y-dizy -t 16 =0.

En exprimant que la circonférence correspondante passe par le
sonmtet A et par les milieux des cotés A, AC, on a

; 6+ b+ C41)— Sy —Pay~Pas=o (1),

D’autre part, la symédiane correspondant au somumnet A a pour
équation

ezt (©)

Les ¢quations (1) (2) font connditre les coordonnées du foyer de Vs

et I'on trouve, par un calenl facile |

2 & ¥

(A) FE T e T (Foyerde Py)

{Se concluird)
a2 A PR e

(1) Le lectour pou au couran! des cgordondss haryerntriques, coornlondasg al particulibre-
mant utiles dana 1'étude de la (Jéoméfrie du trispgle, troureront (foc cit) len développamenis
néoansaires concernant ¢es coordonnées.

{d} Laug coelte éyuation, T, 3. Y nord iew coordonnées bLarycentrigues courables, u, ¢, @
Adenignent iroin paramdires arhilraires (pulssanceg des sommets du triangle de réfirence par
rapport b Ia circonfécence considérde; a4, b, c sont les longueurs dos coléy du trisngle de réfd-
rence,

e it ——
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EL RACIOGCINIO A MAQUINA

rait
D. VENTURA REYES PROSPER
CATEDRATICO DEL INBTITUTO DE TERUEL

T.a rica herencia de Aristdteles se halla hoy en poder de los que
un tiempo Hlamd con desdén e pueblo latino birbaros del septentridn.
A los hombres de raza angio-sajona se deben’'los nuevos y fecundos
derroteros que en nuestro siglo ha tomado la Légica dedustiva é in-
ductiva, que dejando bajo su impulso, de ser un estudio soporifero,

. promete dar en breve al mundo la Pasigrafia Universal.

La Légica simbdlica, i pesar de los trabajos de Bernouilli, Lam"
bert, Holland, Darjes, Ploucquet Semler, Segner y otros, no puede
decirse que ha nacido hasta los dias de Gieorge Boole, el ilusire: Pro-
fesor de la Universidad de Dublin. En su obra gigantesca le han au-
xiliado en Inglaterra; Agustus de Morgan, Stanley Jevons; Mae-Coll,
Venn, Murfhy, Mac-Fariane, Kempe, Elizabeth Blacwood y otros. En
Alemania se han distinguido, sobre todo en este estudio, Robert
{irasemann, hermano del insigne gedmetra Hermann Grassmann,

-Ernst Schridor, el sapientisimo ’rofesor de Karlsruhe, autor de una
monumental obra que traduzeo, eon su bendvola autorizacidén al cas-
tellano, cayos méritos ante la Ciencia son inmensos, y Andreas Voigt
de Freiburg. En los Estados-Unidos del Norte de América se nos pre-
senta la esouela americana de tan utilisimas 6 ingeniosas iniciativas,
constittuida por Charles Santiago Peirce, Maestro venerable a4 cuyo
afrededor ge agrupaban el difunto Howard Mitohell, la simpatica
figura de Christine Ladd Franklin, Gilman y Allan Marquand, ha-
biéndose también distinguido (ieorge Bruce Halsted, el biblidgrafo
de la Geometria No-Euclidea, Profosor de la Universidad del Estado
de Texas.

En lenguas neolatinas solo existen, 4 lo que ereo, los trabajos del
8r. Delboeuf, los muy notables del Sr. Peans y los que en la actua-
lidad publica un sabio Profesor, italiano también, el Sr. Nagy, & cuya
exquisita amabilidad debo la lectura de sus muy interesantes publi-
caciones que prometo continuar. Kspero que los trabajos de Poretzki
difundan entre las razas eslavas el gusto por estos estudios,

Mas no solo la Ciencia ha hallado el mado de seguir mediante
ecuaciones, substmoiones, exclusiones ote. el raciocinio, llegando por
medio del edlculo & saoar todas las posibles conolusiones de un sis-
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tema dado de premisas; aun ha hecho algo que siendo de secundaria
importancia, aparece 4 primera vista como mucho més sorprendente.

Cuenta ¢l Dedn Swift en sus viajes de Gulliver & paises remotos,
que los sabios de Laputa poseian una méquina con la que ol més
inepto podfa discurrir sobre todas las Ciencias, en lo que 8¢ cree slu-
dfa con eu habitual maliciz 4 las obrag de Aristételes ¢ del Canoilier
Bacon llamadas Organum, 8i ya no es que indicaba burlescamente

“las miaquinas ealeculadoras de Paseal y Leibnitz,

Pues hien, el sueiio de Swift ha sido una profecia, y ls Ldgioa po-
see hoy una serie de aparatitos desde los sencillos cartones de Cu-
ninghame hasta la ingeniosa y complicada miquina de Allan-Mar-
quand, que permiten raciocinar & méiquina tan corrsctamente como
el mas privilegiado cerebro lo hiciera. Es posible tocando un teclade
hacer silogismos, por més extrafio que esto parezea. Los trabajos
hechos hasta la actualidad se limitan 4 problemas l6gicos en que solo
entran 4 lo mas seis it ocho letras, mas posible es que aigin dia se
encuentre ef Jacquard légico de que habla Peirce, y resolviendo el
problema de que tratamos, admire al mundo con asombroso meca-
nismo en que rdpidamente se resucivan las mds complicadas oues-
tiones de Ia Dialéetica.

Vamos & pasar una ligerisima revigta 4 los mecanismos ideados,
empezando por el méa simple ¥ sencillo de todos, que sélo como una
curiosidad (no siendo propiamente maquina) puede citarse, los car-
tones silogisticos de Henry Cuninghame. La descripoidn detailada de
ellos la sneontrard el lector en la obra de Jevons que al final gze vita.
Como su nombre suficientemente indica, consisten en una ocoleceidn
de cartones que permiten chiener la conclusidn de dos premisas da-
daa. Esto se consigue mediante superposicién de unos cartones so-
bre otros, con la que por una abertura rectangular del cartdn que se
coloea encima, aparece en el de abajo la conclusién deseada. Adap-
tando los cartones sobre un cilindro, se obtiene el cilindro légico,
que solo es una modificacion insignificante del anterior sistema.,

La primera cescripeidn de una verdera miquina légica es la del
difuato profesor Stanley Jevona. Esta miquina recibe las premisas
en forma de eovaciones ldgicas 6 igupldades, y moliéndolas por deci-
lo asi lo mismo que el trigo en el molino, produce, mediante su ma-
nejo, 1as conclusiones pedidas. Pero solo ge limita 4 cuatro leiras y
su generalizacidn para un ndmero mayor seria muy dificil.

De igual defecto adolece el ingenioso mecanismo deserito en 1880
por ol proferor Venn del colegio Caius en Cambridge, pues que des-
cansando sobre la preseniacion diagramstioa de las proposiciones
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ideada por él, la cusl no puede extenderse 4 mis de cuatro clases (que
80 representan por elipses), tampoco puede ir méa alif.

La pequedia méquina ideada por el Sr. Allan Marquand para pro-
ducir .variaciones silogistieas, aunque ingeniosa, solo sirve para el
limitado objeto que entonoes se propuso su autor,

Mais duranae el invierno de 1861-82 habia ideado el Sr. Marquand
una lindisima maquina que fué construida con auxilio de los grandes
talentos mecinioos del Profesor C. J. Rockivood. Lo notable de este
mecanismo es que ficilmente podria extenderse 4 mas decusatroletras,
o que le da una gran superioridad sobre sus similares. Est4 fundada
en la teorias de Howard Mitchell y Christini Ladd Franklin. Las
premisaa se escriben en forma de subsumeciones en que ol predicado
g 0, lo que fdcilmente se cons:gue con log métodos :le Peirce y su
eacuels.

L.a miquina, construida de un poste de cedro, nndu 32 cm. de alto,
21 de Jargo y 15 de ancho. Tal como estd construida, sirve solo para
cuatro letras 4 lae que en unién de sus negativas, designadas por
lag minusculas respectivas, corresponden ocho teclitas, una para
- oada una.

Hay ademé&s otras dos teclas que llevan esorito encima la una la

" unidad y la otra el 0. La primera de éatas se denomina tecla regenc-
rativa, pues sirve para poner ol aparato en disposioidn de funcionar

" de modo que indique que ninguna premisa se halla ain establecida.
La segunda se denomina tecla destruotiva, pues sirve para ir expre-
sando las diforentes premisas introducidas en forma de imposibili-
dades ldgicas.

En el freate de la miquina hay diez y seis manecillas dispucstas
en cuadro, que cuando el aparato no ha funcionado ain, deben estar
horizontales y que van cayendo 4 la posicidn vertical 4 medida que
se introduten premisas A cada una de las manecillas corresponde
una de las diez y svis agrupaciones 16gicas que con las cuatro letras
¥ 8us negativas se pueden formar, y puede saberse oun ahorro de le-
tras 4 oudl corresponde, por un ingenioso artifiejo.

Supongamos ahora que se quiere hacer funcjonar el aparato. Lo
primero es poner todas las manecillas horizontales, para lo que se
bajan laa teclas O y 1. Para expresar luego las diferentes subsumoio-
nes, 8¢ van tocando lag teclas correspondientes 4 las lotrag de cada
agrupacién de laa que hay que destruir, y luego la tecla destructiva.
La conclusién final puede ser expresada por la suma ldgica de las
agrupaciones representadas por las manemllas que al final de la ope-

raoién han quedado horizontales.
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Tal es el estado actual de las eosas con respecto 4 los mecanismos
raciocinadores. Pueda pronto la Ciencia simplificar y generalizar los
aparatos de que hoy dispone, 1o que no podra menos de dar atraetivo
4 sus admirables progresos y vulgarizar sus inesperados resultados.
jOjald este artieulo despierte la curiosidad de nuestro piblico cienti-
fico hdcia una disciplina matematica tan hermosa como el Algebra
de la Ligical

Madrid y Agosto 1891.
E sl il

SOBRE UNA ESCUADRA CICLOIDAL
PAOPIA PARA EFECTUMR L\ RECTIFICACION DE LOS ARCOS DE CiRCULO
ror D Roporrno Guimanags (1

Sea AMB un arco cicloide (fi-
gura 10). Si PMP" es una posi-
cidn de su cfrculo generador, se
sabe que el arco PM = PA. Supon-
gamos pues, que se haya cortado
en una materia cualquiera la es-
cuadra ACB que tenga por lado AB
la plantilla de la cicloide. Colocada
una regla 4 lo largo de la tangente
wy trazada al efreulo O por el punto P, bastara con hacer resbalar el
borde AC de la escuadra i lo largo de esta regla, hasta que el lado cur-
vilineo AB pase por el punto M, para tener AP = are. MP.

Si el arco que se ha de rectificar M,P, tiene un radio diferente
de OP, basta trazar el arco coneéntrico MP de igual abertura y, des-
pués de haberlo rectificado en PA, tomar el punto de interseccién A,
de OA y de la tangente su P, al arco primitivo.

La escuadra cicloidal ABC permite pues, permite reducir los di-
versos problemas que puedan proponerse sobe la evaluacidn de las
longitudes y la divisidn de los arcos 4 los mismos problemas efec-
tuados sobre segmentos de rectas.

Fig. 4.

(1) Tenemos la satisfaceion de reproducir, traducidndo del Bulletin de la Société mathéma-
tique de Franee t. X1X; 1861, el procedimiento, debido al ilustrado oflcial de ingenieros por-
tuguéds Br. Guimaraes,
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En particular, la inseripeién de los poligonos regulares en el eir-
culo es muy sencilla por este medio.

El problema de la divisidn de los dngulos, reduciéndose al de la
divisidn de los arcos, obtiene al mismo tiempo una solueidn.

o R S e

NOTA SOBRE UN LUGAR GEOMETRICO

En el niimero 4.2 de este periddico, paginas 86-88, se¢ publicd una
interesante nota referente & una Memoria que eon el titulo de Fstu-
tudio de un lugar geométrico de cuarto orden, publicé el ilustrado doe-
tor SBr. Ruiz-Castizo Ariza. Iste trabajo y la nota que de él da cuenta
tiene por principal objeto discutir la forma y particularidades que
ofrece el lugar geométrico engendrado por el punto medio de una
reeta de longitud constante p que se apoya por uno de sus extremos
sobre una recta y por otra sobre una eiveunferencia de radio », de tal
modo, que la longitud p sea igual & la mayor distancia entre la cir-
cunferencia y la recta fija, medida sobre la normal & ésta que pasa
por el centro de la circunforencia.

Hoy tenemos la satisfaceidn de ofreeer 4 los lectores de En Pro-
areso Maresdrico otra importante Nota que acerca de un asunto muy
semejante nos ha sido remitida, y que fud publicada por su autor el
aiio 1870 en el Jowrnal de mathdmatiques specicles de Montpellier, pues
para mostrar la gran generalidad de los resultados & que eonduce
esta cuestion, de la enal ha hecho i su vez el Sr. Castizo Ariza un es-
tudio profundo y detallado, hace ademis veferencia d laidea de com-
binar las ordenadas de dos elipses para vepresentar el lugar geomd-
trico de un punto c¢ualquiera de una biela que se apoya en una eir-
cunferencia y en una recta cualquiera, que ya aplieé el comunicante
en su curso de mecinica prictica.

En fin, reproducimos unas cuantas figuras presentadas por el au.
tor del articulo ecomo una mera indicacion de tipos de eurvas corres-
pondientes 4 la cuestidn, haciendo una rectificacidn en una de ellas,
& instancias del autor, que observa se halla perfectamente represen-
tada en el articulo referente & la Memoria del Sr, Castizo Ariza.

QUESTION NUM. 58 rar un aponng

Une droite de longueur constante / s'appuie par ses extrémités
A et B sur une circonférence OA et sur unce droite BD donndes de
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position dans un plan. Trouver le liew d un point M de la droite mo-
bile. Montrer qu'il est possible de transformer ce mode de génération
en un autre qui indique, d' une maniére immédiate et trés simple, tou-
tes les formes que la courbe peut affecter (n. 9. p. 14).

Prenons pour origine le centre O du cercle, pour axe des @ la per-
pendiculaire OD a BD. Posons AM =5, OD =d, OA =a, /AOP =y,
/MAH =0, Nous aurons a éliminer » et 9 entre les 3 équations

@ =acos u-beosh, y =asen ut+bsend d=a cosu-1cos 0,
Cette élimination conduit & I'équation

AT fdh — i)t SEOOMPNIRRINPE Wewm by
y :v @’ .{'4:._:.}’(( 2] it Lt l.l (L—b) 4 (2 —d)*?

On voit que I’ ordonnée d'un point queleonque du lieu estla som-
me algébrique des ordonnées de 2 ellipses qui ont pour équations

1 T AT T
y = el I d* (1—=b)* = (db— lv)

b 1 e
Y=oy | 6~y fo—d)?

Fig. b
Ces ellipses ont leur grand axe sur Oa, Leurs centres ont pour
abscisses

db
s 3 et a='d,

Les cercles qui leur ont donné naissance ont
respectivement pour équations

Py*=a*(l—b)*- (db— lz)*
Y:=(1<b)— (@ —-d)>

Fig. 6.

Veérifications. Pour l=d — aomav=b+a Sib=o0y= Vu" —_
¢’ est le cercle donné. Sid = I, # = d. Bid = o, BD se confond aveo
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Oy. On sait que dans ce cas le liew du point M est une ellipse, car
OA + AB = ¢t = I + a. I’ équation du lieu devient en effet

b 7 Y
Y = t l,"(f-— b)* — .
I—b
On peut construire la normale & la courbe au point M par la con-
sidération des centres instantands. Cette normale passe par 1'inter-
section I de OA prolongé et de BI perpendiculaire & BD.

Fig. 7. Fig. 8.»

De ce qui précide résulte une discussion trés simple de toutes les

formes que le lieu du point M peut alfecter. Nous nous contentons de
les figurer ci-apris, en méme temps que les ellipses auxiliaires.

LA EVOLUCION DE LA GEOMETRIA DEL TRIANGULO

Desde hace pocos afios una nueva rama ha principiado a dess
arrollarse con vigoroso impulso entre las miltiples ramificaciones
de la Geometria. Un nuevo y al parecer inagotable filén por esplotar
ge ofrece & las inteligencias, que seguramente ha de enriquecer los
ya vastisimos dominios de la ciencia de la extensidn,
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Difioil es hacer ua trabajo ecompleto y sistemdtico de lo que ha
sido y estd siendo resultado de numerosos esfuerzog realizados por
asociaciones como la Societd mathcinatique de France y despuds por
la actual dsociation franpaise pour I arancement des sciences fusionada
4 la anterior, que anualmente sigue publicando en su Bullvtin lus
regultados de los varios Congresos habidos en diversas ciudades de
Francia, esfuerzos proseguidos con [oable insistencia por periddicos
como Mathesis, el Journal de wnathématiques élémentuives ot speviales,
The Educational Times, Archives der Physik wnd Mathematik de Gru-
nert-Hoppe, ete,, por individualidades tan notoriamente gonocidas
como los fundadores de este nuevo desenvolvimiento cientifico, se-
fiores Lemoine y Brocard. El Sr. Neuberg 4 quien cabe la gloria de
haberles dado seiialado impulgo con otros importantes descubri-
mientos, el jlustre profescr de la Universidad de Dublin Dr. Casey
con cuya muerte aoaecida al comenzar este aiio, ha perdido 1a Geo-
metris resienie, uno de los mis distinguidos propagandistas, habien-
do publicado en su obra A segrel to Euclid un Tratado de Geomeiria
elemental reciente W, que forma un capitulo suplementario de dicha
obra, ¥ en sus tralados de (Geometria analitica y de trigonometria
numerosas cuestiones de dicha nueva rama geomdétrice, habiéndose
comengzado & formar asi con estos precinans materiales espareidos
en innumerables memorias un cuerpo de doctrina & organismo
didietico. '

Citar nombres como Jos de los Bres. Mathieu, Tiicker, Artzt, Lon-
champs, etc., que van frecuentemente unidos & los variadigimos y
miltiples elementos que constitiyen por su sdlido engranaje esta
nueva Geomelria, fucra adelantar por el momento lo que iremos ha-
ciendo mis pausada y detalladamente en nuestra escursidn por estns
dominios cuyas ramificaciones son tantas, que i lus nombres de los
ilusires gedmetras consagrados 4 hacer fenetificar directamente tan
fecundos conceptos como log en que estriba la Geometria del triin-
gulo, y que se irdn citando en el ourso de este trabajo, hay que agre-
gar los de otras celebridades de la ciencia como el Sr. Cayley por
su escrito 4 memoir on the rational transformation between fwo spaces,
ol Sr. Cremiona por su Mota intorno ad alcuni teoremi df Geometria
segmentaria y Sulle transformationi razionali nello spazio, elc., y an-
teriormente Simson, Crelle y Steiner han sefiajado de una mancra
incidental algunos puntos capitales ¢ de cierta importancia que hoy

(1) En el n+4 do egte periddive se bicieron Indicaciones de 1a lrsduceldn hechs al francés
por M. Faligse.
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se hallan inelnidos on este nuevo dominio de la Geometria, 6 se re-
fieren en eierto modo al misma.

Comenzando & entrar en materia, observarcinos desde lnego que
ks primeros vestigios de este especial conjunto de proposiciones
geameteieas, hay agrupadas bajo las denontinaciones de Geometrin
del {rivingulo & Geometria pecicute g0 cncventran, como indiea el ilus-
trado cronista de esta Geometria, M. Vigari® 1.0 en un eserito de Si-
mon Lhuilier ¢ Klenents  Lnalyse geomdtrigue ot o Anodyse algébri-
qee 1800 . 206y, donde trata del punto tal, que la sama de log coa-
drados de Jas distancias i los lados del triingulo ¥ & las earas del
tetraedro sea minima (puntn de Lemolne), 2.0 150 una obra de Crelle
donde se estudia eierto punto del plano de un tridngulo (puato de
Drocard), y se exponen las fundamentales firmulas

2 2 It
colw=cot A +eotB + et C= S +_:’5,-+—f——

cosec? w = cosee? A + cosee? B 4 cosee?

3.0 en un trabnjo de B, W, Greebe (dreh. de Grimert, 1847) donde se da
la expresion

25
cot A 4+ cot B+ eot €

para las coordenadas nopmales de cierto punto. 4.2 cn la obra de
M. Catalan ¢ Pheorémes ot probléues de (idowdlrie dldmentaive) donde se
resucive o problema: Hallar wn punto N tal, que It st de los cun-
drados de sus distaneias  os tres Tados de wn Gridugnlo seq un ainime,
punto que es ¢l contro de las distancias medias del tridngulo PQR
cuyos vértices son los pies de las perpendiculares bajadas desde di-
cho punto i fos lados del AR, 6 sea el bvdvdngidn podar, no sicnda
dsla 1o vinica cuestion que se trata en dicha obra concerniente & la
Geometria de] tridngunlo. b En un trabajo de Hloffmann (Arch. de
Grunert, 1847) en ¢l cwal se¢ propone hallar dos puntos £, Q" ¢puntes

de Brocard) tales que
/OAC=9BA=/0CA=w= A= JOBC= /O CA,

m=

Pern, como manifiesta M. Vigarid ( fosquisse hisforique sur la mar-
ehe du ddveluppement de ln Géomdtrie du triangle. ~ Assoc. frang.~1850),
hasta el aiio 1873 sélo se encontraba una maltitud de propiedades
aisladas, poco gonocidas G olvidadas, y ¢ punto de partida de esta
nueva evolucion de Ja Genmetria, que ha exeitado o] interds y 1a ac-
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tividad de los geémetras de diversos paises, se halla en los descu-
brimientos de MM. Lemoine y Brocard.

Las dos primeras memorias de M. Lemoine donde se encuentra
la amplia base sobre la que después se ha desarrollado la Geometria
del triangulo son: Sur quelques propriétés d’ un point remarquable d' dn
triangle (Assoe. fran¢.—Congres de Lyon. 1873), Note sur les propridtds
du centre des médianes antiparalléles dans un triangle (Assoc. frang.- -
Congreés de Lille. 1874).

En la primera define lo que llama mediana antiparalela, es decir,

la recta que une el vértice de un dngulo del tridngulo ¢on los puntos
medios de las antiparalelas respecto 4 dicho angulo, asi como el eentro

de las medianas antiparalelas (después llamado punto de Lemoine, se-

gin propuso M. Neuberg oue es el punto v de interseceidn de las
tres medianas antiparalelas de un tridngulo)

Considera enseguida en el plano de un tridngulo un punto O por
el que se trazan paralelas 4 los lados de aquél y que los cortan en
seis puntos 1, 4; 2, 5; 3, 6, vértices de un exdgono inseriptible en una
cdnica :

Despuds de indicar & qué posicidn del punto O eorresponde una
elipse, una hipérbola 6 una pardibola, observa que en el caso de con-
fundirse con el punto w, los puntos 1,2, 3, 4, 5, 6 pertenecen 4 una
circunferencia (que después se lamd priner eirenlo de Lemoine), sion-
do las ¢herdas que los lados determinan en ésta proporcionales 4 los
cubos de los lados del triingulo & que pertenecen dichas cuerdas, y
hallindose el centro de la circunferencia en el punto medio de la
recta que une el centro de las medianas antiparalelas con el centro
de la cireunferencia cirecunscrita.

Pero ademiis, cuando el punto O se confunde con el w, las longi-
tudes 12, 34, 56 son iguales, y las rectas 12, 34, 56 son antiparalelas
4 las BC, CA, ADB, con respecto & los dngulos CAB, CBA, ACB 0); y
si por el punto w se trazan antiparalelas 4 los tres lados, los segmen-
tos de estas rectas comprendidos entre los lados del tridngulo son
ignales, y se hallan divididos en dos partes igaales por el punto w @,
estando expresada la longitud comun de las tres por

abe
FTEREECR.
@+ 42 ®

(1) Yéase en la pig. 80 de este poriddico.

(2} En este ¢aso vesulta otro eirculo que se denomina segundo cirenlo de Lemaoine,

) Esta férmula es la deducida en ol corolario de la piag. 75, pues si en fig. fs do la 14-
ming 8.2 se traza por K la paralela MN 4 E'F, evidentemente dividida en dos partes igunles
por K, se tiene KN = =: gem ANM= z: sen C, y adembs 25= ab sen C.
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Siendo 7, longitud de la recta que une el punto A al medio de
BC; si @, b, ¢ son las longitudes de los tres lados BC, AC, AB del
tridngulo y =z el punto de interseceidn de la recta Aw eon BC, se fienc.

he
4 - ?.-r
\ Pt
Ademds el punto = es tal, que:
(;"x B (:.'\-'!
23 BA?

De esto coneluye M. Lemoine que segiin un feorema de M, [Hos-
sard el punto @ es el punto estudiado por nn gran niimero de gedme-
fras para el que la suma de los enadrados de las perpendiculares
bajadas sobre los tres lados del tridingulo es un minimo.

Despuds de exponer un procedimiento para determinar dicho
punto, expone M. Lemoine nuevas propiedades en la 1.8 de las Me-
maorias arriba eitadas de la que nos estamos ocupando.

Si por por A, B, O se trazan las perpendienlaves «'y, 28 y'B 4
AC, AB, BC, y las perpendiculares «'8%, B¢, 2"v" 4 AB, UB, A, las
rectas o'2", FR ¢y pasan por el cento del eireulo cireunserito de
ABC, los tres puntos A, B, € en que estas reetas cortan 4 BC, AC
v AB se hallan en linea recta, y si 2, B, ¥ son los conjugados armoni-
cos de A, BB, C, con relacidn & BC, AC, AB, las tres rectas Az, BS, Oy
se cortan en el punto w, eentro de las medicoes antiparalelas (que como
se dijo ya se Hama punto de Lenoine),

Antes de tratar de la sepunda memoria arciba eitada, presenfa-
remos algunas demostraciones que, si bien son demasiado sencillas
y podriamos omitir, no dejan de tener importancia, tratindose de iv
fijando lag proposiciones fundamentales de la Geometria del friin-

vulo,
; Prineipiarcmos por indicar la demostracidn del

problema:
NLIX (live, 1T W Hallar un puato M tal, que la

suma de sus distancias d tres puntos dados A, B, C sea

wn miniimo,
Suponiendo que sea M dicho punto, para otro punto cualquiera

se tendri .
MPE 4 M@? 4 MN? < M2 o M'Q™ + MN" << M'IP* 4+ MQ* -+ M'N™

(1) Théorimes ¢t ‘nrnf-.f:'mrs de Goom, elém, pae B Catalan, dixitme edition, 1879,
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Por consiguiente, el punto M es tal, que la swna de los cuadrados
e sus distancias a los puntos I, Q, R es un meninio, y por consiguiente,
el centro de las distancias medias del tridgngrlo PQR M),

Ademds; si se trata CM, siendo €' su interseceidn con AC y las dis-
tancias C'D y C'E 4 AC y BC, asi como la altura CI del triangulo y
las perpendiculares QF y PG a4 MR prolongadas, de los tridngulos
semejantes que se forman, resulta:

AC AC D QM AC Al AC?

BO T BCOT OE pM - perYenfimoper =

por ser C'D, C'lS proporcionales & MQ, MP, quedando demostrado
que: las distancias del punto M d los lados del tridngulo son proporeio-
nales o estos lados @, y que la rectu trazada por el punto Ny wno de
los veértices divide al lado opuesto en seqgmentos proporeionales d los cud-
drados de los lados adyacentes.
: Vamos i demostrar ahora que: La recta DO que
une wn wirtice del tridngulo A BB C al contro O del
eireilo civeunserito es perpendicular o las antiparale-
las von la base BC respecto al dngulo A,

Stendo isdsecles los tres tridneulos formados

. en O, los /5 ADC" y ADB serdn iguales como su-
plementos de JOAC + OC'A = JOAC + JABO + J0OBC y de ZOADB
+ /AB'O = JOAB + /ACO + /ACB.

Tambien se puede probar ficilmente que: El punto medio de la
recta KO (lam. 3.2 fig. 6.2) que une el punto de Lemoine con el centro del
eirenlo que pasa por los puntos D D' E E | F,F', pues si se une ¢l punto
medio de 'K, por ejemplo, al punto medio de KO, la recta que los
una sera paralela & la A0, y por consiguiente perpendicular & E'1X
en su punto medio, y lo mismo podrid dedueirse para la KD, ete.

(Se condinuard)
Z. (1, pr (GALDEANO.

i1y Esto resulin del tevrema: La suma de los ewadrados de las distancias de n puntos
AR, C,.
vatod mismos prator o s centro O de Jus distanciar medins, avmentands en n eeces el enndrado
de SO.(Vinse A sequel to Fuelid, pag. 25

o odown puplo exalynicra S es (qual d le suma de los cundradios e tus distancios de

(2} EnIa pig. 78 se ¢xpuso la demostracién lomada de la obra del profesor Casey A sequel
to Euclid o do la tradaceién de M. Falisse de que go did cuenta on ol nim. 4.0 do esto periddico.
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INTRODUCCION AL ESTUDIO DE LAS INTEGRALES EULERIANAS

A RHTIS
D, Lavro Crariasa vy Ricany

Catedrdtico de la Universidad de Barcelona

L.—ORIETO DE ESTA MEMORIA,

Siendo las integrales eulerianas una de las ramas del analisis que
mis ha llamado la atencidn de los matematicos modernos; y ya que
estos conocimientos se encuentran por separado en diferentes obras,
revistas, folletos, ete., esperamos que la idea de procurar, con la ma-
yor elaridad posible, un resumen de esta bella teoria, serd aceptada
con gusto por nuestros lectores,

Antes de dar comienzo & dicho estudio, presenfaremos aleunos
principios y férmulas que han de sernos qtiles en la teorfa que trata-
mos de exponer.

2. —(anss lama cantidad eompleja & la que se halla expresada
por @+ i, siendo @ ¢ y eantidades reales; y da el nombre de imagi-
naria 4 la cantidad 24 Jista nltima expresion es la mids gencral de
la eantidad, y de ella se deduee la cantidad real, snponiendo y=o.
Siaw by son variables, la expresion -y i constituye una variable
imaginavia; la representacion gralica de la imaginaria corresponde
al punto cuyas coordenadas son @ ¢ y. Asi pueden obtenerse tantos
valores como se quicran bajo la forma w4y i correspondicntes & los
diferentes puntos de un plano,

La forma de las cantidades imaginarias puede modificavse al re-
ferirse i ejes polares. Asi resulta:

;
2 = pleos p4-ison ¢, g = \f’.w‘-’ + 7,
en el concepto de serpla digtancia del punio imaginario al polo,
cuya distancia se llama médulo; ¢ el argumento que mide el dngulo
del médulo con el ¢jo polar, y cos 2 + @ sin g el coeliciente de ineli-
naeidn,

Por fin, se dice que una variable imaginaria ¢ compleja es con-
tinua, cuando @ ¢ y varian de una manera continua,

3. —(CONDICIONES A QUE DERE SUJETARSE UNA FUNCION COMPLEJA PARA
ADMITIR UNA DERIVADA UNICA Y DETERMINADA,

Cnando 2 + » i deseribe una curva, debe entenderse que el punto
cuyas coordenadas son @ ¢ o traza dicha eurva. Ahora ]Jj()n, 81N +- Yi
es funcion de @ + w4, esta expresién admitird nna derivada tnica y
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bien determinada, ¢ independiente de los valores avbitravios que van
tomanda v ¢y al acorcarse & un panto dado, st se sujeta 4 lag eondi-

ciones que vamos a determinar
Segnn los principios generiles del andlisis, puede eseethirse eomo

vxpresion de la devivada

ax dY
da o T . ;
AX +idY ( . A M) ( -l tf;f d”)t

d:-}-ulJ_ _______ _ dirtidy
d X 1Y ) ( o XN Y oy
(. da +i o . o o ! dy ) oo
- cdy
1+ o &

Para que esta devivada resulte indepeadiente de Tos valares que
du Lo \
que va tomando [ G de Ja diveecidn que toma la varviable al
LI
aecrearse al punto considerado, basta cupones

d X oY o X LY

a - # [ . . f
!, ! f!, ' f.r )
L L rT -—--——'—-1;——- 1 de donde
1 i
dX dY ITAY d X
de T dae’ dao T .ff. :

Sstas son las ceuaciones de enndicidn que deben realizarse para que

.. . . o . £ .
lafuneion admita unasola devivadaexpresadapor gty Otam=
. t.r
) Y , X :
bien por - - —i , cualipuiera que sea ¢l camino gue siera la va-
dy dy’ i
riable para alcanzar el punto supuesto. En este caso la funcidn os

mondrenda.
Las derivadas de las ecuaciones de eondicion proeuran ademds

las igualdades sigutentes:

X d'Y &Y X

dart f’.'.l;ff_.h; ? d’.rd_af - _;!.:;;_:-

!
kL

i
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XY Y BN X Y Aty a4'X
et oy’ oy ot dady h tf_.!/_":_’ e {f.f'(.’.._ﬁ.',

de donde

dEY 4N 0 dy d Y
it dut 0 dy dat

I5to nos dice que solo deben admitiese para X &Y aquellos valoees

aue se sujetena lns condieiones que anteeeden,

En ol coneepto de releriese i coordenadas polares, se tendra:

L _g(('{lt-; w 4 PR ey

d cpenx e S dsen ey ds |- 2 Ren o= ens w) o o

de domdie, =1 L faneidn es e -J- el resalta:

(.«hr ot r.’n 3 ) e .
1 - " =- ol
dfe-1-0§) ff--)f ' ‘ (m” .I’*(' !

o

: {ens 0§ sl f»ld‘ - BT I R R TS mjd‘u

o o el :h' e ; of .N)
dor A o of e ey
ey ‘ _
Cens o= s m} P- v (__ SN ™ | 7 Cns )

o

. LS. .
Foste pesnltade sepd indep o ndiente de L eelaeicn 7, <1 Ja sujeta-
iof .

mog a las condiciones sprgienles

of it . o i | e
. i - F
rf'; r!'l‘; f{t-) U"m
- e = e A . 4
TERIE UL Pl =SS0l W CUS

ireatdad qae puede tomar la fornn:

o it o » il o
of — & - :
Sl T d “ R

o —seH W 4§ Cosm l - w@-F cosw

de dowde peanlian las ceuaeiones de condigion,
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o » o o o o »

T F A dz

Y

of w

4. PROBAR QUE 1LAS FUNCIONER ORDINANIAR SON MONGGENAR,
Las {unciones opdinarias se hacen dependientes de Ja funeidn ex-
ponencial, puesto que fas expresiones

y=a"  yw=~L.r | y=senr ..l
pueden adgnivie las formas stetientos:

oy =1 —ry
t, J— f’
gl e o = e . REPOR £] X
¥ o y B 1 s M 9 _
2y i
Ademis, la exponencial es mondgena; en ofectn, sca
1 h 1
R A .
2 ¢ |eDs i -+ §sen i)

al comparar este resnltade con X -+ Y § se obtienc;

" . o+
N =¢ o3 Moo, I =¢ =en M
O seu
ax 1. ”
. AL i = e Cns .
ol 5 ' dy Y
T ) dX p
L= eS0T . = = 800 i
of . T du Y

luegn la funciin exponencial es mondgona, pucsio quo 8¢ verifican
las ecunciones de condiciin

d‘x .J Y .(f \ rfh
de — dy * de — dy.

Alwora bien, coma Jas oteas funclones ordinarias dependen de
¢sta, e ahi resulta que las funciones ordinarias pueden considerarse
todas mondgenas,

t NS canffneg

TR S N M e
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VARIEDADES

Piourana bEL CUiso v HsToREA DE LAR MATEMATICAS EX LA UTNi-
vErsinab v Moskow. Creemos de gean utilidad pava los interesados
en seguir Jos programas y planes de enseiianza adoptados en algunas
Universidades ¢ [iseuclas tienicas, el dar un resumen del progra-
ma publicado en la Bibliotheea mathematica (ue divige en Stokolmo
¢] Sr. Enestriim, hactendo un estracto de alpunas de las 5% leceio-
nes que eonstituyen el eurso de iistoria de [as matemiticas explica-
do en la Universidad de Moscow, ¢ instituidoe desde o] aiio 1832,

1. Iatroduceisn. {Ohjeto de la historia de las matemdaticas y su
fin; a) filosdfico; b} cientifico; e) pedagowico; d) peneralmente instrac-
livo. Prineipio de Jas investigaciones sobre la hisforia de las mate-
mittieas. Heswinen del estado literavio de la luistoria de las matemati-
cas en la antigiiedwd, en la edad medin y en los tiempos modernos,
Las leceiones 2.8 y 3.4 estin dedicadas al «rigen ¥ primeros desarro-
Hos del edleulo verbal y ol origen de los sistemas de numeracién,
Lad.a weata delorigen y desarrollo primitivo def eilenlo griafico. Caleulo
dol nudo entee Tas chinas y los peraanas, Tabla de Lochown; los qui-
pos. Formas fignrativas del eilculo, ete. La Jeceidn 5.0 continda los
desareol]os del ealenln grilico. L Gy 7.0 y 82 trata de las matemiti-
cas entre los efipeios. La eseuela jonica y la pitagirica son ohjeto do
las feeciones 4 10 v 1L con la 12 comienza 1a historia de las mate-
maticas griewas, tratindose en ly Lide Platon y su escoela. En la
feecion 14 se trata de Fuelides y sus trabajos, hacidndose una rela-
c¢inn weneral de sus «Elomoentas de las «Palsas eonclusionesy los
<«[orismas» las «Dadas», el libro de la divisién de las ligurass lasg
ggeceinnes conicas: ele,

Eratisthenes ¥y Apolonio, los matemdticos italianns y la tltima
dpoca de los progresos de la geometria geiega son el objeto respec-
tivo de las leeeiones 14, [y 17, De tas investiraciones do Heron y
sSixto Julio Africano en mecanica y geodesia y de las de trigonome-
teia de Goeminos, Theodosios, Menelao; Ptolomeo eotc., tratan 1a 19 y
la 20, dedicindose las 20 ¥ 21 al analisis indeterminado y 4 la deca-
dencia de las matemdticas en tirecia. De la 22 § Ja 25 sirven para
jtacer la exposicidn del desenvolvimiento matemitico en la India,
debiéndose citar cutre los varios asuntos los teabajos de el Arya-
batha Beahmagupta y Baskara Aeayrea, la Avitnrética tedriea, ol ;ilgp-
bra, lag ccuaciones, ¢l andlisis indeterminada los rasgos caraclecisti-
co3 de Ja geometria india, la aproximacidn de = la trigonometria,
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log senos y los senos versos y sus tablas. La leceidn 25 comienza con
Ia literatura matematica de los drabes, hasta la 22 En esta se trata do
las matematicas en los puebdos que importaron fas matematicas grie-
gas ¢n iz Kuropa Qceidental. La 29 trata de 1os esindios en los con-
ventos, Casiodoro, Bocecio, Isidoro de Fspaiia, Aenino, ¥ la obra ci-
vilizadora de Carlomagno. Gerbert y ohras de Jos matemiticos drabes
traducidas en latin son ohjeto de las lecciones 30 y 31 Sucesiva-
mente las lecciones 32, 33, 34 ¥ 35 teatan «de Leonarda de Pisa, apro-
piacidn por la Eurepa Oceidental de los conocimientos cientificos
transmitidos por los arabes, ¥ delmovimientn matematien realizado
en Italia por Ferro Tartaglia, Cardan, Ferrari y Bombelii,

A Vieta cuya importante y decisiva influencia on of progreso de la
matemitica se da 4 conocer, con la exposicion de sus trabajos, en las
lecciones 34 y 37, siguen ¢l examen del Alzebra en Alemania, Ingla-
terra y Holanda y el desculimiento de Jos logaritmos, Las leceio-
nes 40 y 41 tratan respeclivamente de Deseartes ¥ de los progresos
del andlisis indeterminado y origen de la teorvia de las probabilidades,
Bachet de Mezirviac, I'ascal v Fermat,

En fa, el desarrolle del caleulo infinitesimal, envos primeros
principios senld Kepler, el matodo de Jos indivisibles de Cavalies,
otros métodos debidos d Fermat, Roberval, Wallis, Mereator Gipewo-
rio de St Vincent, el método de Las fluxiones de Newton v o] ancilisis
infinitesimal de Loeibnitz, K1 andlisis idfinitesinal entes los matems-
ticos ingleses Taylor ¥ Maclaurin entre los matematicos del eonti-
nente los DBernoulli y por tiltinie o] Marqudés de U Haopital, Cotes ¥
Moivre constituyen los asuntos correspondientes @ las leeviones del
programa hasta Ja 51, terminamdo of carse con Foler, Lagrange, los
gedmetras del siglo xvin y xvin, ¥ on fin, Mouge con e importanein
de sus trabajos en ¢ desarvolle de b Geometria sintétiea y Carnot y
Poncelet que inlloyen en la emancipacion de Ia Geometreig del Andli-
sis para su futuro progrero,

Estas indicaciones del interesante carso Je Historta de la matemi-
tica profesada en la Universidad de Moscow, axi ¢ono las que hiei-
mos en el nim. 70 de este periddico al tratar de la cuscianza de
esta asignatura en la Universidad de Texas ponen en evideneia la
que van adquiriendo ins estudios maiemiticos desde el pinto de vista
eritico y filosdlico y sefialan la necesidad de compietar los estudios
del profesorado en cienciss con una sfnlrsis general qoe reuna estos
modos superiores de considerar la cicncia.

L
L
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PiouraMa PARA LA ASIGNATURA DE CALCULO INFERITESIMAL destinado
al curso de 1890 d 1595 en la Escucla preparatoria de Ingenicros y Ar-
gritectos.

El programa que acabea de publicar el profesor de Ia Escuela Pre-
paratoria de Ingenicros y Arquitectos Sr. Dentabol, conforme al
curso explicado por el mrismo en dicha Ksecuela, ofvece algunas parti-
cularidades que su antor consigna en un breve razonamiento preli-
ntinar,

He fijg aate todo en algunos puntos oscuros 4 discutibles, que
en ésta, como en las Jdemis ciencias, aparecen al tratarse de sus
conceptos primitives, y que en algunos tratados se exponen dema-
siado someramaente, por lo cual dieho sefior reunid estas principales
cuestiones en su folleto titulado La introduccion al estudio del cdlenlo
inflnitesiml, Ao que ya ge dic cuenta en la pdg. 44 de este periddico,
La explanacidn de estas cuestiones fundamentales constituyd la in-
troduecion al curso del Sr. Bentabol. Cierta involucracion de teorias
que se observan en algunos tratados en los cuales no se hallan sepa-
rada {a parte doctrinal det eilenlo de sus explicaciones gemndétricus
gon muy lenidas en cuenia por ¢l Sr. Bentabol, ereyendo gico ol
reunir dstas en caerpo de doetrina en la dltina parte de so eurso, que
forma lu Geomelric infuitesimad, Adenids observa que la (corfa de las
series, verdaderos limies de sumas en nimero infinitanmente cre-
ciente de swnandos, que constituyen una especie de eilealy Integral
mis elemental que el asi llamado, y al cual pueden servir de prepa-
racion, no pucden estudiarse debidamente sin el conocimiento del
cdleulo diferencial, siendo expuestas & continnacion de éste, evitando
asi ¢l interrumpir cste estudio, como se hace en algunos tratados,
para reanwdarlo, con pérdida de tiempo y unidad en el plan. Tambidéa
insisie el Sr. Bentabol en la inexactitud ¢ poca conveniencia de al-
gunas denominaciones undnimemente empleadas como ia palabra
diferencial, que concepiia como una imperfecta traduecion de la pala-
bra diferenticlle y las denominaciones de envolventes y envuelias, que
se presentan en muchos easos en contradiecion eon los hechos, por
hallarse envuelta la envolvente, y 4 las cuales sustituye las de eurvas
tangentes g tangenciales, asi como emplea ademds las denominaciones
de cantidadea infinilamente creciontes, cte. Y ciertamente que conven-
dria algunas veces alterar denominaciones defectuosas comunmente
empleadas; pero en nuestra humilde opinidn, si esto pudiera conve-
nir en un prudentisimo limite, la aspiracion i reformar el lenguaje
matemaitieo, por mas gue lendiera 4 su perfeccionamiento, conduciria
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4 la larga 4 discrepancias que es de todo punto precigo evitar, siendo
preferible salvar este inconveniente en la definicién mas bien que en
ia palabra, signo de la nocidn ¢ coneepto, pues sabido es que en las
definiciones matemaiticas ol signo es lo accesorio, siendo Jo escencial
el significado que constituye el objeto definido.

Este es el resumen del Programa publicado en la Cronica Cienti-
Aca, donde con mas detalles se express el concepto y extension de la
asignatura esplicada por ¢! distinguido profesor de la Eseuela pre-
paratoria de ingenieros y arquitectos, que procura con dxite ajustar
su plan de ensefianza 4 los iltimos adelantos de la ciencia.

L
L 3N ]

CoMPLEMENTO ELEMENTAL A LA ARITMETICA ¥ ALUEBRA DE La BEGUN-
DA ENSESANZA por D). Manuel Sularvera,

Es un motive de satisfaccion para los que se¢ interesan por los
adelantos de las ciencias en Espaiia, el hecho de aparecer obras que
se salen del molde perinanente segun el cual por desgracia muchas
se han ide sucediendo, sin ofrecer siquiera novedad enla forma;
¥ la nueva obra del distinguido profesor del Institato de Tarragons
ge encuentra entre 1as que pueden eitarse como cjemplo de que va-
mos encaminindonns hdcia un periodo de iniciativa individual, muy
distinto del de la prolongada tutela en que vivimos sometidos 4 log
restringidos Jimites de los programas oficiales, que ne sicmpre pue-
den prever todas las conlingencias ni cventualidades del progreso
cientifico,

El} Sr. Salavera ha creiduo necesario, sin salirse de los conceptos
elementales, el presentar en su nueva obra olros que ya van inclu-
yéndose en los libros destinados 4 los estadiantes 4, de manera que
lea sirvan de base para los estudios de Facultad y para el ingreso en
carreras especiales, con sefialada ventaja de su cultura cientifica, si
bien es cierto que para esperar tales frutos en la segunda enseiianza
ge impoae, como indica dicho seitor profesor un exanten de ingreso
més riguroso y completo que el gne por desgracia hoy se exige, y

‘1) Deade hace afos enirat en plan do exposiciin de mis tratados elementates ia lovria
do las congruencias en Aritmélics, como base de Iy teoria dlvisibilidag; sn Algebrs uo aolo
Iag teorias de Joterminsnles, teorfs genersl ko Laa operscicass, sic, ¥& noiveraslméote ex pues-
Lag, slno 1a de las Bustibuciones, 1a 1eorls geroméirice do las imaginaring, de las ecuseiones o
vongruencis, etc., on (eometris 1o de la homoterin, 1a de correlaclén, ele. muy ililes pars
guo los alumnoy sa formen conceplos generales. —2. G. de G,

*
1
E
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reduce nuestros centros de segunda ensefianza 4 escuelas de ins-
truccién primaria un poco ampliadas. '

Lias matering tratadas en la obra del Sr. Salavera son las si-
guientes:

Algoritmia y Algoritmos, Mddulo, indicando aigunas de las varias
acepciones que tiene esta palabra. Congruencias, exponiendo los
principios fundamentales de esta teoria, seguidos de algunas aplica-
ciones, principalmente 4 la determinacidin de los caracteres de divi-
sibilidad y 4 1a comprobacidén de algunas operaciones numéricas. Pro-
porciones armdnicas. Ea las progresiones, algunos problemas como,
por ejemplo, la férmula general de la suma de potencias de los térmi-
nos de un mismo grado de una progresidn por diferencia 6 indicacio-
nes sobre las factoriales, Constantes, variables, funcidn, series, finito,
indefinido, limites, teoremas y aplicaciones. Magnitudes conmensu-
rables é ineonmensurables. Krrores, fraceiones continuas. Imagina-
rismo y su representacién geométrica. Combinatoria, probabilidades,
sucesién, inversidn y sustitucidn. Matrices y deterntinantes, iralando
hasta Jos de cuarto orden y de la aplicacion a resolver sistemas de
ecuaciones. Keuaciones de segundo grade. Miximos y minimos,
Ecuaciones trinomias y bicuadradas, transformacién de las expresio-

neg de la forma VA + v'8. Eeuaciones reciprocas de cuarto grado,
Jeuaciones binomias. Ecuaciones exponenciales, Anualidad, impo-
sicidn y amortizacidn. Rentag perpétuas, vitalicias y seguros, Invo-
lueidn.

"t

ARITHMETICA PARA USO D08 LYCKUS B ESCOLAR NORMALES por B. V.
Moreiva de Sd professor da escola normal do Porte. I.n obra del se-
iiur Moreira de 84 contiene las teorias que se exigen en los cursos de
los Licvos de Portugal, observindose en toda ella un rigor 1dgico que
da cierta unidad en !a forma de [a exposicién, nunea interrumpida; y
4 ello contribuyd ciertamente la forma esquemitica empleada en lag
demostraciones, donde se nota un predominio de los conceptos com-
binatorios.

Antes de entrar en la exposicidn de la Aritmdtica, presenta nnas
nociones preliminares que le permiten elevarse gradualmente desde
el nimero abstracto y entero hasta los nimeros fraccionarios ¢
irracionales, terminando ¢on una indicacidn de log conceptos ldgicos
que deben conocerse para hacer el estudio de la Aritmética con ri-

gor y aprovechamiento.
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En la exposicidn del texto comienza al tratar cada materia por la
definicién, siguiendo sus consecuencias-inmediatas, después los feo-
remas relativos 4 la cuestién considerada, y en fin, las reglas y prin-
cipios pricticos; y la forma esquemaitica de las demostraciones per-
mite el tratar sin confusidn, y antes bien con gran sencillez la gran
variedad de casos que en cada cuestién ocurren como consecuen-
cias rigurosas de cada definicidn. Asi, por ejemplo en la suma y resta,
como en la multiplicacion y divisién enuneia la totalidad de propo-
siciones concernientes & los resultados de combinaciones cualesquiera
de la operacidén directa con su inversa, y para ultimar estos desarro-
llos termina con la exposicién de las leyes de asociacidn, de conmuta-
cidn y de distribucion, Ademis tritase de las operaciones con polino-
mios, hallindose representado cada férmino de éstos por una sola
letra.

El libro 1.° termina con las propiedades de los niimeros enteros
expuestas con el rigor en el orden y la brevedad en la forma que per-
mite el predominio de la forma esquematica de las demostraciones.
Ista facilita el demostrar en la teoria de las fracciones las propieda-
des que otros autores dan 4 eonocer en la teoria de la proporciona-
lidad, y el plan general permite tratar siempre las potencias y raices
inmediatamente despuds de las demds operaciones.

No dejarémos de citar, por 1iltimo la manera notable de establecer
en el libro 3. que trata de los niimeros irracionales, las nociones de
niimero inconmensurable y de limite, presentadas
con rigor y claridad,

En fin 4 la teoria de las progresiones sigue la de
los logaritmos, va derivados del concepto de fun-
cién exponencial, ya de la simultinea consideracion
de dos progresiones.

Z. . pE GALDEANO.

*
LI

Enunciados de 1as cuestiones de la «Wueva Correspondencia Matemdtioas

7. Una elipse cuyos ejes se conocen, gira en su plano alrededor
de su centro. En cada una de sus posiciones se le trazan tangentes
en los puntos, en que se halla cortada por dos rectus rectangulares

(1) Esta figura corresponde & l.a solueidn del problema nidm. 808 dada en el ndm. B», pi-
frina 208,

© Biblioteca Nacional de Espana
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lijas, trazadas por dicho centro. Hallar el lugar de los puntos de in-
terseecion de las tangentes. Se consideran ademds las cuerdas de
contacto asi determinadas, en la elipse, y se trata de hallar el lugar
de sus interseceiones sucesivas.

(Lille. Concouwrs academique. 1375).

5. Siendo A, B dos puntos de una elipse, P el punto de encuen-
tro de las normales a la curva en estos dos puntos; C, D los pies de
las otras dos normales que se pueden trazar por el punto P:

Lo Hallar el Tugar que deseribe el ecentro de la hipérbola equi-
Litera que pasa por los euatro puntos A, B, O, D cuando la secante AB
se mueve paralelamente & si misma.

20 Demostrar que el punfo D', diametralmente opuesto al pun-
to D, se halla con A, B, €}, en una misma ecirecunferencia; y hallar el
lugar de los centros de esta cireunfereneia, cuando la recta AB se
mieve como en el primer easo,

(Litle. Concowrs académique. 1876).

9. Se did una circunferencia, referida 4 dos ejes rectangula-
res OX, OY y un punto A sobre OX. Desde el punto A se trazan se-
cantes ABC, despuds se construyen en los puntos de interseceiin B, (1,
y ose proyecia sobre estas tangentes el punto de interseeeidn D,
de ABC con OY. Hallar el lugar de los puntos M asi obtenidos.

Indiear todas las formas de la curva,

(T1. Brocard),
10. Dado un producto de » factores lincales con dos variables
de la forma
(rty) (ety—1) (viy—=2) ... (v+y=nt+l),
se trata de descomponerlo en una suma de productos cuyas varia-
hles queden separadas.
(H. Brocard).
11. Infegrarla ecuaciin
ay dy*=2 (ax+by?) de dytay dei=o
(E. Catalan).
19, Sean AD la tangente en A 4 una eircunferencia O; DE la
polar del punto A eon relaeion a otra cireunflerencia O, IHallar el lu-
gar geomdtrico de la interseceidn M de las reetas AB, DE cuando el

puntto A deseribe la civeunferencia O.
( Zahradnil:).

© Biblioteca Nacional de Espana
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Cuasntionss propuestas por (M. Lemoings

13. Bajo qué condicién pueden las longitudes 2p, R, » represen-
tan respectivamente el perimetro, «1 radio del circulo circunserito y
¢l radio del cirenlo inscrito de un tridngulo.

14, En un tridngulo rectangulo el semi-perimetro es igual 4 la
suma del radio de¢l eireulo inserito y del didnietro del eirentlo eireins-
crito (esto es evidenle) Demostrar que reciprocamente: si en un triin-
gulo el gemi-perimetro es ignal 4 la suma del radio del circulo inserito
¥ del didgmetro del civeulo cireunserito, el tridngulo es rectangulo.

15. Sea un tridgngulo ABC del que se da la base BC. Hallar el
lugar de A, sabiende que los lados se hallan en progresidn aritmé-
tica; caso en gue la hase no es ni el Jado mayor ni ¢l menor.

16, Hallar la condicidn para que el circulo conjugrado sea tan-
genie al gireulo de Brocard, ¥ demostrar que hay tridngulos reales
que la satisfacen,

17. Si sc designan por s, 3, .. las cantidades $R4++, 4R =, ...
giendo ». el radio del circule ex-inserito tangente al lado BC, demos-
trar que si se ticne: 8'=p* (16 R—#), ¢l punto de Gergonne del eir-
culo inserito se halla en ¢l circulo conjugadn, v que si se tiene
Sa*=(p—a) (16 R—rq), el punto de Gergonne del eicculo ex-inserito
que tiene por radio rq s¢ halla en ¢l eirculo conjugado, hacer ver
que existen tridngulos reales que satisfacen eslas condiciones,

El centro del eirculo cireunserito no se halla nunca en el eirculo
conjugado.

18. El ortacentrn, el baricentro, el eentro del cireulo inserito no
se hallan nunca en ¢l eireulo de Broeard (preseindiéndose del caso
del tridngulo equildters). Los ecatros de los girculos ex-inseritos
tampoco se hallan en ¢l

19, Siel ¢ircule de Brocard toca 4 la biscetriz del angulo A, se
tiene: 2a=f=r.

51 toca 4 la bisectriz exterior del dngulo A, se tiene

4a‘fu‘+Btl.ib’i.'iz(b“—('“)’.
20. Si se tiene
PR F20R»r =20 < p )= d

el tridngulo es isosceles,

Zarageza. -- Imprenta de C. Arido, Coso, 100, bajon



