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Esta nota liene par objido dae i eanoecr & Tos leetores de b, Pro-
atnzso MavesSrieo las nolables weneralizaciones deogae e sido ole-
Jeto fa Gieometria del frkingalo.

Para no dar & este trabajo o extensian dentastudo eonsiderable,
dicarinos sencillmente, sin ninguose demosteacian, los resiltados
ohenidos,

Higtorteo.

Lag propiedades del frfineads se o extendido sueesivaments al
cuadrilitero, al exdrana voademiis & los poliganas, v en el espacio,
al teteaeilen v 4 los policdeos,

o 1574, AL Pieqguet ¢ Nur fevvafie dies speekictires !-'J.*prf.i‘-‘-‘ft't:h‘.h', Con-
aes de Lithe) Diabdio mostede quey de o manera generaly no existe
pante que en ok tetracdro. posea propiedades anilogas @ las que
posce ol punta de Lemoine en el tridneulo,

Ve anos despuds, Mo Neaberg, enononnadmivadde Wemado sier
Ie tetracdee f Mdmoives conro'es de £ e, popatle de Belpigoe, 1351),
ovperalizo on el tetraoiro Ja nocion del punto de Lemoine ¥ de los
puitos de Broeamis sas estudios e condujeron i dar @ conoger noe-
vas praopiedades ¥ i estudiar vavios puntos notables. Esta primera
tenlativa no guedd aislal

1 aiter sizniente, M. Turker (,4;:.':!-" pratopertios of quadpilieleral in
o eipede wudeis cecticgle, whose vpposite sethes e coreetd, Feleeent, Fi-
mees, 13551 hign ver quey siose toma s enadrilaters sujeto 8 ciertas
comdiciones ([ ds tener un puato de Lemoined, las propiediies eo-
noeidas del punio de Lemaiwe, de los puntos v odel efveudo de Deo-
catd e oncontraban inmedintamente, Baie estudin M tratade e
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nuevo en Mathesis, y M. Neuberg (Sur le quadrilatéve harmonique, 1885)
di6 & conocer que todas las propiedades demostradas para cl tridin-
gulo se verificaban en este cuadrilétero particular, que llamé armdni-
c¢o. L.as mismas generalizaciones se extendieron al exdgono por
M. Casey (On the Harmonic Herugon of u triangle, Royal Irish Aca-
demy, 1886}, y en fin, i los poligonos y i los poliedros por MM. Nea-
berg v Tarry (Sur les polugones el les polycdres havmoniques, Nen-
¢y, 1886). Mas recientemente M. T. C. Simons ¢ Procecdings of the
Lond, Math. Soc. 1887) ha indieado un nuevo método para el estudio
de los polignnos armdnicos (A ace method for the investigation of
Harmonics polygons),

Desde hace algunos aiios, estas peneralizaciones s¢ han introdu-
cido en las obras clisicas inglesas (vdase J. Casey: A sequel fo FEuelid,
a Treatise on Conics Sections). Nosotros, no poseemos en franeds, mas
que las traducciones en el periddico belga Mafhesis (18539) del capitu-
lo que, en la ditima edicion de A Sequel to Euclid (1683} de M. Casey,
se refiere al tridngulo. Ademés de las memorias arriba citadas, indi-
carémos las siguientes:

1o . Thiry.—Note sur le quadrilatére harmonique (Joura. de
wmath., Elem 1887 pp. 222-225).

20 J. Casey.—A treatise on plane trigononietrie. { Dublin et
Londres 188K, 1 voll)

3.0 8. Roberts.—On the analogous of the nine-points eircle in
space of threc dimensions, and conneeted theorems ¢ Proceedings of
the London math. Sociely. 1888, pp. 152—161),

4.0 J. Casey.—Complément & la théorie des polygones harmoni-
ques { Mathesis 1800, pp. $6—104).

h.e (. de Longchamps.—Sur le tétracdre orthocentrique (Mathe-
ais 1RG0, pp. 40—353, T7—82),

6.0 Sollertinsky.~~Propriétés des coniques (Mathesis 1841, pp. 177
182},

Vamos 4 dar 4 conocer las generalizaciones de que acabamos de
tratar, siguiendo el orden histdrico de sus deseubrimientos,

Cuadrilitero arménice.

I. Para hacer la analogia entre el triknguio y i cuadrilitero tan
completa como sea posible, es necesario considerar un cuadrildtero
inscriptible ABCD que posca un punto de Lemoine, es decir, un
punio cuyas distancias 4 los ladoa sean proporcionales 4 estos lados,
Es preciso para esto que se tenga entre los lados las relacioncs

AB AD

R e =R,
T = 6 AB.CD = BCAD,
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Fsty relacidn es necesaria y suficiente: Tal euadrilatero sc ha la-
mado por M. Neuberg enadrildtero armanicoe ),

El punto de Lemoine K se halla on Jas intersecciones de las dia-
gonales A€, BIJ del enadrilitero,

A un circulo dado se puede inseribir una infinidad de cuadrilite-
rog armdiicos que tengan por punto «de Lentoine un punto interior
dado K : se traza por K una cuerda cualquiera AC y se une el punto
K al polo de AC.

on el enadrilatero armdnico, eomo en el tridngulo, las simedianas
son Jas rectas que vnen el punto de Lemoine & los vértices A, I3, €,
D de Ia figura.

2. Las simedianas del tridngulo ABC, 6 las segundas diagonales
del enadrilitero armdénico ABCD son las enerdas comunes al efreulo
ABC y 4 uno de los eirculos de Apolonio €,

3. Hagamos en ¢l enadrilitero armdnico

AB=a, BC=28, OD~ec, DA==d, AC—f, DB=g.

Si ., v, 2, wson las Jongitudes de las perpendiculares bajadas des-
de K sobre los lados del enadrilitero arménico, se tiene por hipétesis:

r ¥ : W

@ # ¢ I

. . . .
Bl teees ol valor eoman de estas relaciones iguales, v es un

angulo anxiliar, lamado dngulo de Brocard del enadrilitero, y se tic-
ne, designando por w ¢l angulo de Broeard del tridngulo ABC:

ety = ; {cot B + cotw)

cot?p=1+4cot’B4cot®A
cosee ® o = cosec? A 4- cosec® 1.
4. lagamos OK = ¢, siendo O el centro del ciroulo ABCD y R

¢l radio:

st=NR*cos? + R*sen*B 1—--(-‘“_’_5;,“;; =R ~tgtw

lata formula muestra que ¢l dngule de Brocard es constante en

(*} Fxlo que so reflors Ay cuadrilitore armdnivo, hia sido lomado de 188 dog memoriss arri-
ba ritmlas do M, Nouborg y do M. Tucker, La memoria de exte dllimo autor se halla soguida
por propogivionos debidas & M. M* Cay.

%1 B aman oirerfox da Apalonio Wox rirenloy cuyo dlidmetro ed ol segmenty do un lado
e Lag Lisectrices trazadas por ¢} véprtice opuesto delerminan sobre edto Jade.,
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todos Tos enadriditeros armanicos inseritos al mismo ceivendo O y que
ticnen «+f mismuo punto de Lemaine,

El eivenlo que tirne OK por didmetro es o eipenlo de Brocard el
cuadrilitero, 5 es Ly expresion de sudidmeteo, B prémer cuadpildters
e Brocwed vs o] cnneleilitero que tiene por vortices Los puntos My N
I, Qen que el efreula de Brocan] enenentea i las peependiculares
bajadas desde O <ol w boe o,

5. Las reetas AM, BN, CPOIH) <o enenentean en un misono prin-
1o & del efreno de Beoeseds iwunadlmente, las reetas BMO ON, DEP, DQ
congrrren el un misme ot &7 de este efrenbo,

Las puntos 8, 87 son los pantfos de Brocaed del enadrilatero armi-
nico, y se hallan caracterizados por las igualdades de dnpnlos:

QAR - QB¢ =D 0bA
DUBA-&CB=0DC 2 AD

@ es o punto direcdo de Breocaed, & os ol puata potragrado de Beo-
card, Se llama seqguady cuadvildtere v fBrocamd o] cundrilitero que
tiene por virtiees Ios pies 9 G0 T de Jas perpendienlares bajadas
desde O sobre las simedianas det enadeilatoro armdnico, Fste cuadri-
Hitero, que os armanicn, e Tialla in=evito al efreuto de Brocavd,

Se obticnen Gicilmente las sicuientes femulas;

AL dsenceosen AU asen L eosee A
B wsen g cosee I3 B = hsen g cose I3
(8- hsen o ocosee A 87 rsen p cosec A
D& = esen g eosie B DR dsen v eosee B

vy otras muchas que es ficil dedueir de fas preeedentes,
Lat potencia del vitetice & con respeety al eircula de Bracaed ox
irual i
1
5 dd by s ensee

6. Lus puntos de Beocard son lox fneos de una elipse inserita al
cuadrilitero armdnico, que es L olipee de Brocard del euadrititern.
Las proyceciones de dichos puntus sobre los lados del enadrilitero
ABCD se hallan situadas en una misma eireunferencia que tiene por
didmetro el eje mayor de la clipse de Broeard del enadrilatero.

7. Unamos los puntos de Brocard 4 loz vértices del eunadrild
tero. ABCHL Bi hacemos givar Jos haces (2, ABCDY en un dngnlo
ctindguiera al redidor de & v el haz €2, ABCIY cn el mismo dnoalo,
pero en sentido conteario al vededor de 87 lns rayos deestos haees
encontrardn i los Jadus a, b e enoochio puntos de una misma cir-
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cunferencia. Todos los eirenlos que se obticnen asf, haciendo variar
¢t angulo de fas rotaciones forman un grupo.

Bstos efreulos se llaman eirenlos de Pueker del enadrilitero
ARBCI. Sus centros estan en L reeta OK, v ticnen por envolvente la
elipse de Brocard.

8. Comepara el easo del fridngulo, existen en ol enadrilitero ar-
mdnicn casoz partienlares e los eivenlos de Tueker.

31 por el punto de Lemoine K de nn coadrilitern armanico ABCD
se trazan paralelas 4 fos Tados, Tos ocho puntos en que estas parale-
las encuentran i log lados adyncentes de ARCD se hallan en el mis.
me giretdo (priver clecedo oo Lewodne del caadeildfern) cuyo centro se
halla en el prodo medio de la reeta que ane K eon ¢l eentro del efreu-
Yo ABCD.

Hi se trazan por el punto de Lemoine K paraielas d las tangentes
teazadas por A, B, (O, 1} al eireulo circunserito ABCD, y se limitan
estas paralelas en los lados de los dngolos A, B3, C, D, se obticren
ocho puntos de un misnte efrealo @seginrdn e/vento de Lemoine del cua-
drilitiera) eny o contro se halla en K.

Se obtendria de una manera andloga ol eiveulo de Taylor.

La analogia entye el tridngolo y ol enadrilitero podria eontinuar-
se indelinidantente; pero tios detendrvemos aqud, Nos ketos eonten-
tudo eon dar definiciones; log leetores hallaran Gieilmente Ia apliea-
cion al enadriliters armdnien de las propiedades enuneiadas para of
{riangzulo,

Exdgono armdénico.

9. Si ABC es un triangnlo enalguicra, sus simedianag AK, BC,
CK eacuentran al eirenlo circunserito en puntos A', B3, O, ¥ la figu-
ra ADBCATTYC o8 un exagonoe que M, Casey ha propuesto llamar evd-
goin avmonico, Lag reetis AN, BR, CC° son lag simedianas de esto
oxdrana. Dos tridngulos como ABC, A'D'C" que admiten las mismas
simedianas, se lamarin fridngidos coshnedianos.

10.  Estos trigngnlos poseen mmnerosas propicdades, de las que

presentaremos las prineipales:

1. 8i dos idngulos son cosimoedianos, los lados del wno son
proporeionates d las medianas del otro.

2. Dox teidngulos cosimedianos tienen el mismo primer efreulo
do Lemoine ¥ el mismo segnnda efreily de Lemoine,

3. Los angidus de Brocard de dus tridngulos cosimedianos son

izwales,
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4. Los puntos de Brocard de un triingulo son también los pun-
10s de Broecard de su tridangulo cosimediano.

5. Bise toma la figura inversa del cireulo circunscrito 4 dos
tridingulos cosimedianos, siendo ¢l polo de inversién un punto cual-
quiera, los inversos de los seig viérticos de los tridngulos, son los
vértices de dos nuevos tridngulos cosimedianos.

6. La relacién anarmdniea de cuatro vértices consecutivos de un
exdgono armainico es gonstante,

7. Silos pumtos de interseceion de los lados de dos tridngnlos
cosiinedianns ABC, A'B'C’ estin designados por [, M, N, P, Q,
R, los puntos de Broecard de ios tridnguios son puatos inversos (eon-
jugados isogonales) eon reilacidn 4 los Anguwlos cuyas intersecciones
son L, M, N, I*, , R,

8, 8i en un tridngulo cualquiera se inseribe un tridnguio seme-
Jante y cosimediano con ¢l, ol eentro de semejanza de los tridngulos
inseritns os el punto de Lomoine del tridngnlo primitivo.

% 8i K es el ceniro de semejanza de un teiangulo ABC de un
tridngule homotiticn =fy, ¢} cireulo circunserito al tridngulo ¥y coy-
ta d las simedianas AN, BB, (°C” en tres nuevos puntos =, §, 1" que
aon los virtices de un tridngnlo homaotétieo con e} tridnguelo simedia-
no de ATC.

Los triingulos 28y, '€’y son ¢ogimedianos.

11. Silos lados del tridngulo 23y cortan 4 los ladns de ABC en
I, 15K, E: R, Fjlos tres tridngulos AFE, DF'B, D'CE son directa-
mente semejantes. Sus puntos invariables son los centros de grave-
dad de estos tridngalos, y sus puntes dobles son los otros puntos de
interseceinn del efrculn que pasa por los puntos invariables con las
simedianas del tridngnlo ABC.

12. Si por el punto de Lemoine de un exdgonoe armdénico ge tra-
zan por sus vértices paralelas 4 las tangentes al eireulo circunserito,
vy se eonsideran las intersecciones de estas rectas con los lados del
exdgono que pasan por el vérliee correspondicnte, los doce puntos
asi obtenidos se hallan en un mismo circulo,

Zsie efrculo, por analogia con lo que se verifica en el ecaso del
tritngzulo y del cuadrilatero armadnico, se ha ltamado el segundo cfren-
in de Lemoine del exdgono armonico, '

13. Las perpendiculares bajadas desde el punio de Lemoine de
un exdgono armdnico sobre log lados de este exdgono, son propor-
cionales 4 estos lados,

Si K es el punto de Lemoine ¥ 0 ¢l ceniro del cirenlo circunserite
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del exagono, el circulo que tienc KO por diametro se Hama el e/reuls
e Brovard del exdgono arménico.

Si se designan por @, y, 5, %, v, « l1as perpendiculares bajadas
desdo K sobre los lados a, b, ¢, d, ¢, f, del exidgono armdnico, el
ingulo auxiliar @ determinado por las igualdades

= atrw, ¥y oo o higw

s}

- =

se Hama drgulo de Brocard del exdgono arnénico.

Designémos por 1., M, N, I’, Q, Il los puntos de interseeecién del
circulo de Brocard con las perpendiculares bajadas desde el centro del
cireulo circunserito 4 los lados del exdgono. El exdgono LMNPQR
se llama el primer exvdgone de Brocard.

Las rectas A'L, CM, I¥'N, AD, (¥Q, BR concurren en un mismo
punto £'; igualinente las rectas A'M, Bl, C'I}, AQ, 3P, ON coneu-
rren en un segundo punto £. Los dos puntos €, 2°, que se hallan en
el circulo de Brocard, son los punios de Brocard del exdgono armd-
nico.

Los puntos &, £’ son los puntos inversos con relacidn 4 cada 4n-
gulo del exagono A CA'B O

Las perpendiculares bajadas desde los puntos de Brocard &,
sobre los lados del exdgono armdnieo son doce puntos de una misma

circunflerencia.
Se ha visto hasta ahora que todas las propiedades y todas las de-

finiciones dadas para el tridngulo se vuelven 4 encontrar en los
casos del coadrilitero y del exdgono armdnicos; nos parcce iniitil

llevar mis adelante la analogia, dejando esta tarea 4 nuestros lecto-
res, y vamos 4 ocuparnos de una generalizacidn mds extensa: la de

los poligonos armunicos.
(8¢ concluird.)

o Tt 2 LT Fl

INTRODUCCION AL ESTUDIO DE LAS INTEGRALES EULERIANAS

O
. Lavro Crariana v Bicanr
Catedritico de 1a Universidad de Barcelons

{CONTINUACIUN)

5,—FUNCIONES MONOTROPAS Y POLITROPAS,
Se denomina funcién moenodroma 6 monstropa en una poreidn de
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plano, aquelia en que la variable, despuds de recorrer cierta parle del
mismo, al llegar al punto de partida, reproduce para Ia funeidn el
mismo valor.

Las funeiones bien definidas, tales como, las racionales, exponen-
ciales y eirculares, son monodromas cn toda la extension del plano.
No gucede lo propio con las funciones irracionales,

Sea Vi:i—u

Esta funcion deja de ser monodrona en toda poreidn de plano que
econtenga el punto a. En efecto, si z deseribe una circunferencia de
i
radio » cuyo centro sea 4, el valor de la eircunferencia ¢, repre-
senta » — a, siendo » la recta que une los dos puntos a y z: luego
1 6
Lo [s o
Vieq=1r 2 ¢ .
Al deseribir la variable ia eivcunferencia en scntido de los arcos
positivos, resuita despuc¢s de una vuelta
1 0+2r | b

3 P t -}
P2, 2 T2

B i
B e
-

o i .
e~ fevs=Figenn)= —p*e

la funcidn, pues, cambia cuando la variable independiente llega 4 la
posicién primera.

La funcidn que adquiere diferentes valores, cuando la variable
pasa por ciertos puntos, se llama politropa en la por¢ién de plano
gue comprende dichos puntos. n este caso la luncidn presenta di-
ferentes ramas.

6. —FuNcioN LOGARITMICA.

El conocimicnto de la funcidn logaritmica, tomada en su mayor
grado de generalidad, es de importancia para csta clase do estudios.

log =
Sea; P =1 s=g(cosy + iseng) logz=a+y7
luego: log: =2+ yi=Iloglslcos o+ isen )]
dsea, plcose +iseny)= ﬂar—!-ye =e'r(cosy+iseny)

Al geparar los respectivos términos reales ¢ imaginarios, resulta:
T !

ks A
pCOSy=¢ COSY, pBCRg=¢ Beng
de cuyas igualdades se deduce fdcilmente

‘1:
p=e , CUSY = cOS Y, RBEn § == Beny,
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de donde # =loge, ¥ =o4+2k=, siendo K un nimero entero.
Asi tendrémos en definitiva

logz=logp+i(e+2km)

Bi se foman los diferentes valores que van sucediéndose para la
funcién, segun valores préximos de = y en ¢l concepto de que exista
la Jey de continuidad, se aleanza, por ejemplo, el valor inicial w, que
debe corresponder 4 z = z,,

La funcidn logaritmica ofrece, pués, una infinidad de ramas que se
distinguen unas de otras por los diferentes valores que se atribuyen
& k, siendo notable que las condiciones de continuidad desaparecen,
8i z pasa por cero, razdn por la cual conviene que la variable no
pase por el origen de coordenadas.

7.—PuxNTo8 SINGULARES EN FUNCIONES EXPLICITAS DE UNA VARIABLE,

Consideremos una funeidn racional, siendo la variable compleja

¥ bajo la forma: « = 'g-%))—, ¥ en el concepto de que / (2} v 9 (2} sean
funeiones racionales y enteras. A la vista de dicha férmula, se deduce
que todos los valores de « son flnitos, excepto aquéllos que eorres-
pondan & las raices de ¢ (2} = 0, en cuyo easo resultan los polog de
la funcidn u.

Lo valores de los puntos respectivos & dichas raices suelen lla-
marse los infinitos de 1a funcidn, asi eomo los que corresponden 4
las raices de f (2) = o, constituyen los ceros de la misma. Todos estos
puntos suelen llamarse singulares y son los mis sencillos.

8, ~PuNTos CRITICO8 Y SINGULARES EN GENERAL.

Sea una funcién algebriica « definida por la ecuacién:

o=Au" +Bu m=1 +Cum_2 +.... =Fz, )
siendo A, I3, €, ... funeiones de z.

Esta funeién produce diferentes ramas representantes de log dife-
rentes valores de u, correspondientes 4 eada uno de los de #; puede
seguirse el movimiento de cada rama, segin el vaior de partida de
la variable z y en el concepto de sujelarse 4 la ley de continunidad.
Sin embargo, este procedimiento caers en defecto cuando la variable
pase por puntos en niimero finito que reduzcan el coeficiente del pri-
mier término 4 cero; ¢ tambien en el caso de que los valores de 2, sa-

. . . . dF \
tisfagan & las dos ecuaciones F (2, ) =0, o= correspondientes

a las raices iguales.
Toda esta clase de puntos forman los llamados puntos singulares
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algebraicos de la funeién w, designandose en particular 4 los que
satisfacen 4 la segunda condicidn, puntos criticos algebriicos,

He conocen aiin otra clase de punios singulares correspondientes
4 las funciones trascendentes, tales como, por ejemplo, los pertene-
cientes 4 las funciones logaritmicas; mis esta elase de puntos singu-
lares o distinguen de los primeros, por llevar el sello de la indeter-
mtinacidn, ¢ sea por salirse de la finitud. Hay autores que llaman in-
distintamente puntos criticog 4 todos cuantos acabamos de indicar;
de todos modos interesa que la variable independiente no pase jamés
por dichos puntos criticos,

(Se conlinuard)

e R S i e

DEVELOPPEMENTS SUR LES PARABOLES DE M. ARTZT
ran M. G. pE Loxccnanrs

Professeur de mathématiques spéciales an Lycée Saint-Louis.

6.— Equation de l'are de Pq . L'axe de Pa passe par le fnyer, paral-
lolement 4 la médiane AM.
L’équation de AM est

B-v=0;
Une paralléle sera done représentée par
B-t+r{z4+g-1)=

Disposons du paramitre A de fagon i la faire passer par le foyer
de P4 et nous avons

P+ A28 42— al)=o0.

Finalement,
(B) a( =)+ BB+ —-a)—yBH + ¢ —aY)=o,
représente I'axe de la parabole P,

En posant
()] 3*t+ et —at=m, B3+t -at=u,

on peut observer que I’équation précédente peut se metire sous la
forme

w—u

(B) u—2—-+§u—1umo.
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1.— Eguation de la tangente au sommet de P,

Abaissons de F les perpendiculaires FH, FH' sur les oftés AB,
AC; HH' sera la tangente au sommet de P, Proposons-nous de dé-
terminer AH et BH.

A cet effet, abaissons MR perpendiculaire i AC; les triangles sem-
blables AFH, AMR donnent

AH _ AR
AF =AM (1)

Calculons d’ abord AF, 8i, par B, on méne BD paralldle & I'axe FZ,
le théoréme de Ptolémdée montre gue les droites BF, BD sont isogo-
nales sur AB; par suite I'angle FBA est égal 4} angle DB=, c’est a
dire MAB. D'apris cette remarque, si I'on prolonge AM, jusqu’en A’,
d’une longeur égale a elle méme, les iriangles AFB, ACA’ sont sem-
blables et donnent: (U

5T T @
olr 'oni a posé AM = m,
Calculons AL} le triangle CAM, donne
G,

M? = 7= 5+ m? - 208 AR;

et comme
]

b’ + 6’ 2 m’ %;

nous avons, finalement,
45 AR =388+ ' —a* =K, 3)
Des égalités (1), (2), (8) on tire alors.

{1} On observers que ces égatités d ut Jee coordonndes tripolaives ARSoLUES du point F,

On 8, 4" apraa elles,
et

AE = 2 . BF == 2—5
On s, ds mime,
b!
OF = 5—”';.

La relation AF# = BF. OF, que I'on pout déditive de ces formules, donne is démonsiration
d'un théordme connw; la distance du foyer & une parabole as pile A & ene corde BC et
moyenne géométrique entre les distances de ce foyer aux extrémités B, C de cette corde,
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1l est faeile 4’avoir BIT puisque
., € r .
Bl=¢-K. Wt = ot [H m? — ]\]»
ot
v e (5)
BH= K, o
Les égalités (4), (5) donnent enfin
AN« ®
BH
Un Caleul analogue prouve que
AR (N

TH ™«

égalité qui résulte d'ailteurs de la préecdente, par application d'une
propriété connue W,
Cela posé ; I'équation de HIT' en coordonnés barycentriques étant

s =mB4ny
ona,pourfp=e x=mny;doi
"= cir o«
TAN T W
De méme, poury =o, a =mp;d ob
_BH _
T OAH T u

I.'équation de la tangente an sommet de la parabole P, est done
H "
a= B+ pock ) (TANGENTE AU 80MMET de Pg)

dans laquelle w, " sont données par les formules (3}, posées plus haut.
8.—Coordonnées du sommet de P,. Le point § sommet de P, peut
étre obtenu soit en cherchant le point de contact de Hil’ avec Py, soit

(1) Une tangente LH' it une parabole rencontre lee tangenies AD, AC en denz points H, M
tele gue AH, AIl'= BH C1I,

i
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—

en caleulant les coordonnées du point commun & HIT et 4 axe de P,
Ces deux voies conduisent tris simplement, I’ une et 1" autre, au résul-

tat cherché et I’ on trowve

Y
e o SOMMET d¢ P
Qe w? ’-‘6 ( “)

9.—Directrice de Pa. On peut 'obtenir en déterminant la droite
gymétrique de la corde foeale principale, par rapport au sommet.
Mais il est plus simple de la considérer comme la polaire du foyer.

On sait que la polaire d'un point =, g, 1, relativement & la coni-
que qui correspond a I'équation

f(:v 31 T) =0,
hi h
est —f + 6 - e +9 2L,
dz \00 .‘T"

En appliquant cotie relation a la pavabole P, (2 — 48y = o)

ct au foycr

«, A
Pt —at s A

ona
;- 2 (5% + ¢ - a¥) =% + 6, (DirecTiice de I )

10.—Les formules diverses que nous avoans établies plus haut
trouveroni de nombreuses applications que le lecteur imaginers fagi-

lement.
Nous voulons seulement, en terminant, signaler I'une des plus

intéressantes,

Prenons deux droites o, oy faisant un angle quelconque et con-
sidérons une parabole ¥ touchant ces axes aux points P, Q,

En posant OP =¢, 0Q = b, PQ = a on obtiendra les éléments
de X en appliquant les formules données plus haut; il ne restera plus
q’ i effectuer dans ces résultasts un changement de coordonnées,
cc qui est la chose la plus simple (Suppliument p. 164), el I'on obtien-
dra les ¢léments en question dang le systéme considdré yor.

e ATt ] i S
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UN TEOREMA GEOMETRICO

rorr D. Aranasio Lasana

Catedrdtico del Instituto de Bilbao.

Consideramos un deber el difundir y hasta vulgarizar entre los
hombres de ciencia el conocimiento de la proposicidn que va 4 ser
objeto del presente articalo, porque merece, 4 nuestro juicio, ocupar
lugar preeminentz entre los fundamentos de la Geometria superior,
toda vez que en ella se encuentran refundidos, adem:is de los teore-
mis sobre lis Iineas proporcionales que contiene la Geometria ele-
mental, los fecundos principios de la relacién anarmdnica y de la di-
visin homogrifica y el teorema de Menelao, que han servido de base
i los notabilisimos trabajos de Carnot, Chasles y otros célebres ged-
metras.

Como los ilustrados lectores de En Prooreso MaremArico han de
Juzgar por si mismos, pasamos sin mds preambulo & exponer y de-
mostrar el siguiente

TEOREMA FUNDAMENTAL. (Flig. 1.%)

1. Sitres rectas PA, PB, PC concurrentes en un punto P cortan d
dos transversales abe, a’b'e’, se vevifica la relacion M
hit Pa h'a’ Pa’

Sy = By 1
be Pe b'e Pe’ I’ |

6 bien (achP j=(a ¥ l’)

Por el oricen b comiin 4 los segmentos

ba y be tracemos una paralela a’¢" 4 la
transversal a b’ ¢', y por @ y a” otras dos

Fig. Ls paralelas d la concurrente P C.

(1) Este teorema, cuyasimportantes consecuenciasg desenvuelve el Sr. Lasala en el presonte
articulo, se halla enunciado en la obra de M. Catalan Théorimes el pa‘ubh;m-’s de Geométrie éle-
mentaire (lvr 11 theor X11), bajo a forma siguiente: Si trois droites, issues d' un méme point O
rencontrent, en A. B, C, el A", B, €, denx transversales, on a

BOC AO CA BO AB Cco

BC AO CA BO ABF CO

© Biblioteca Nacional de Espana
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Los triangulos semejantes bam, bee’ y losbna®, be¢' nos dan

ba m ba a"n
_ 1 e S c
I. J 6 G« :~ I"‘J

bhe ¢o?

Los tridangulos semcjantes P ae, @'an y los P a'c’, @ a’m dan

P a'a . Pa
o - 18] T

a@a
Pe wn

= [4]

e @

Dividiendo la igualdad [1] por la [3] y 1a [2] por la [4] serd

b Pa am. a'n ba Pa an . am
be " e ce' a'w be” " Pe e.aa
ba Pea ba" P’
de donde —_—— e =
be P e be Pe
Sustit q ba” : ) b a’ Pa’ Par
ustituyendo ——— por su igual ——, y ——— por ———
J bo P 8 et Y P2 Pe
serd finalmente ba Pa ba Pa
: ? = be ' Pe e Pe”

De igual manera se demostrarian las relaciones

ce Pua éita'  Pua' )

- —Th T Do 3 1 helP)=(a' b ¢ P
eh [E) e P 0 (b ) (,5 ¢ })
ab b a' b’ 1) ) y S

) tu‘l"t.-'_- : I’ t-;' - @ r_-.' : }_’};'ﬁ g (f, L [I'P} =(lda p)

Iiste teorema se verifiea en todos los easos partienlares que poe-
den ocurrir, ya se supongan una 6 las dos transversales paralelas 4
alguna de las concurrentes en Py ¢ bien las transversales sean para-
lelas entre si, 6 bien el punte de coneurso P se aleje al infinito.

Dejamos al euidado del lector la comprobacidn de este aserto.

2. Bstin comprendidas en el teorema fundamental, como casos
particulares del mismo, las siguientes proposiciones de la Geometria
ordinaria:

Privera.  Tres rectas paralelas dividen d dos transversales en par-
tes proporeiondales.

En efecto: la relacidn [« | puede escribirse asi:

ba Pa ba  Pe
be Pa b P

© Biblioteca Nacional de Espana
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Pe
3 entre cantidades infi-
Pa Pe
nitamente grandes, cuyas diferencias @ 4™ y < ¢’ soa (initas, son igua~
les 4 la unidad; luego

Bi P se aleja al infinito, las razones —

b _ b a’
be b« { Se continaqrd ).
L A =nd L Le S, =

LA EVOLUCIGN DE LA GEOMETRIA PROYECTIVA

(NONTIRLACTON)

Observa Poncelet que la proyeccidn eentral ¢ conica no altera ni
la correlacidn ni el grado 4 orden de la figura primitiva ni, en gene-
ral, toda especie de dependencia grifica entre las partes de esta figu-
ra que sélo se reflere 4 la direcci6n indefinida de las lineas, su inter-
seccién matua, su contacto, ete.; pero podra hacer variar solamente
la forma, la especie particular de estas lineas, y, en general, todas
las propiedades concernientes 4 propicdades ahsolutas y determina-
das, tales eomo las aberturas de angulos, los pardmetros constantes,
etcdtera, Asi por ejemplo, de que una recta es perpendicular 4 otra
en la figura primitiva, no se puede inferic que o sea en la proyceeidn
de esta figura sobre un nuevo plano.

Esto sentado, define Poncelet las fiyuras proyectivas como aquéllas
cuyas dependencias son indestructibles por el efecto de la proyeceiin,
llamando relaciones ¢ propiedades proyectiras, todas aquillas que sub-
sisten & la vez en las figuras dadas y en sus proyecciones.

Distingue entre las propiedades las grdficas, que son independien-
tes de toda magnitud ¢ medida determinada, como por ejemplo, una
propiedad relativa 4 puntos de interseccidn de ciertas lineas rectus
que pagan por puntos de posicidén asignada 6 que tocan lineas dadas
de segundo grado, y las propiedades meiricas que conciernen i rela-
ciones de magnitudes en las que nada indica & priori si subsisten en
las proyeeciones. Fin cuanto 4 las primeras, de las cuales se ocupa
exclusivamente, 6 propiedades de posicion, bastard establecerlas y de-
mostrarlas ex una posicidn cualquiera de la figura, para que sean
aplicables, en general, 4 esta figuray 4 tndas sus proyeccciones posi-
bles. En cuanto 4 las segundas, no se poded afirmar ¢ priori sin un
exdmen prévio, ni que cstas propicdades subsisten ni que dejan de
subsistir en la figura primitiva.
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Para establecer el eriterio que deba seguirse al examinar si una
ralacidn subsiste 6 no en las figuras que son proyecciones de oira
dada, observa que al proyectarse desde un punto 8 los 'diferentes
puntog A, B. C, .. de una figura, cuyas proyecciones son los nuevos
puntos A', I3, (..., como las arcas de fos tridangulos SAB, SA'B" que
tienen i dngulo connin se hallan entre si en la razdn de los produc-
tos BA. BB, 8BA’', 81 de los lados que los comprenden, llamando

1

o " esta razdn, tan sélo dependerdn de la mayor 6 menor abertura
de dicho dangulo, se tendra, representado por a, b las longitudes de
lag proyectantes SA, SI3, y p 1a de la perpendicular bajada desde S

1 1
al lado AB: Area SAD = g P AB=_ m. a b, de donde resulta

ad ed
AB=in —)-)i, ¥y para otra recta CD s tendea CD, = w’ ? , ete., eie.

Aliora bien, para que esta relacidn subsista, cualquiera que sea la
posicidn particular de los puntos A, B, C.. ¢ A", I¥, (..., sobre las
proyectantes SA, SB, ..., al sustituir en lugar de las cantidades que
entran en la relacion de ¢que se trata sus valores obtenidos, deberd
quedar satisfecha, independientemente de toda magnitud partioular
alribuida 4 las rectas BA, SIi,.... 6 4, 4, p....... quo fijan 1a posicidn de
los puatos correspondientes A, 13, C....; luego estas rectas ¢ distan-
cies deben desaparecer por & en el vesultade de ln sustitucidn, como
Jectores de todos sus tédrinines; de modo que 8olo quedard una relacion
entre las cantidudes m, m', m” ... 8i se reemplazan al mismo tiempo lag
perpendiculares p, p', p' ... por los valores que representan en cade
totdngulo parcial SAD, SA'D' ... y reciprocamente, si esto se verifica,
Ia relscidn mencionada serid necesariamente proyectiva. Ademds,
existe una clase de relaciones, muy extensa, para las que las perpen-
dienlares p, p, p*.... desaparecen dla vez con e, 4, ¢, ... del resultado
do la sustitucidn, sin que seca preciso reemplazarlas, eémo en la hipé-
tesis anterior, por los valores gue representan en los tridngulos ¢o-
rrespondientes; y como no se ha heeho ninguna hipdtesis particular
sobre la siluacion de log puntos A', I3, C'... en el espacio, 1o mismo
(ue respecto 4 los puntos A, B, C... de que son las proyecciones,
resulta que toda relacién que satisfaga 4 las condiciones preceden-
t28, fendra lugar, no sdlo para lag proyeccionces ordinarias de esta figu-
ra sobre un plano, sino para todas las figuras rectilineas y alabeadas
qae podrian convebirse romo resullantes de ln primera por la especie de
proyecciones consideradas. Ademas, para cualquiera especie de pro-
yeccisn, ya sea la perspectiva 6 proyeccidn sobre un plano, ¢ sobre
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un plano, 6 sobre una recta, dichas condiciones deben subsistir tam-
bién entre las constantes m, m', m". .. solo dependientes de la aber-
tura de los dngulos ASBB, CSD,.... 6 dngulos proyectantes de las rec-
tas AB, CD, . ... ¥y, como son las cantidades m, m’', los senos de los
dngulos proyectantes resulla que: si d partir de un punto cualyuiera to-
mado como centro de proyeccion un haz de rectas proyectantes hdcia los
diferentes puntos de una Agura dada arbitrariamente en el espacio ¢ en
un plano, y las partes de una figura tienen una ¢ varias relaciones mé-
tricas proyectivas que satisfacen & las condiciones precitadas, las mismas
relaciones tendrdn lugar entre los senos de los dngulos proyeclantes que
Ies corresponden respectivamente. Ademds, un teorema anilogo resulta
para el caso de coineidir el centro de proyece.én con ¢l de una su-
perficie esférica y al efectuarse la proyeccidn sobre ésia.

(Se confinuard)
Z. G G

el el P S e

INVESTIGACIONES FILOSOFICO-MATEMATICAS

BOPERD LLAB CANTIDADES IMAGINARIAS

por D. Aporinar Foua, Oficial del cuerpo de Carabineros.

Antes de exponer el objeto prinecipal de este articolo, que es dar
noticia 4 nuestros lectores de la «segunda seccion de la obra» Inves-
tigaciones fllosifico-malemdticas sobre las cantidades imaginarius, que
acaba de publicar el ilustrado oficial del Cuerpe de Carabineros don
Apolinar Fola, nos es indispensable, para tomar la cuestitn desde su
origen en nuestra patria, por desgraecia tan poco prodiga actualmente
en lucubraciones de esta indele, remontarnos hacia los afios de 1850
hasta 1861 en que era profesor del Instituto del Noviciado (hoy del
Cardensl Cisneros) el ilustre pensador y filésofo profundo D. José
M. Rey y Heredia.

Lamentibase este eximio catedritico de Ldgica entre sus compa-
fieros y amiges intimos de que, la Matemadtica con ser ciencia de fan
frecusntes y portentosas aplicaciones, rara vez sea considerada bajo
su aspecto metafisico y trascendental, doliéndose, como de una pro-
fanacidn, al ver que son tantos los que operan sobre la cantidad, el
admero, el espacio, elc., y tan pocos los que comprenden ostas nocio-
nes fundamentales, ¢ saben darse razon adecuada de las mismas teo-
rias que rutinariamente han aprendide y por rutina aplicans,
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Una parte muy importante de la gloria que sleanzé Rey y Here-
dia al escribir su notabilisima obra Teoria trascendental de las can-
tidades imaginarias, cuando ya por desgracia estaba proxima 4 estin-
guirse en 1a edad que constituye el apogeo de la vida, aquella Iuz tan
espléndida que brotaba de su poderosa inteligencia, corresponde
8in género de duda, al benemérito y respetable profesor del mismo
Instituto D. Acisclo F. Vallin y Bustillo, que adivinando las dotes
escepcionales de aguel peregrido ingenio, algo del espiritu matema-
tico que bullia en tan privilegiado cerebro, le impulss, asediandole
continuamento para que hiciera brotar 1a claridad desde las tenebro-
8as regiones del imaginarismo matematico, ¥ asi en efecto se hizo.,

Poco diremos actualmente acerca de la Teoria transcendental de las
cantidades imaginarius que se pnblicé en 1865 bajo los auspicios del
Gobierno, porque es obra muy conocida enire los aficionados 4 la
matematica,

Nos limitaremos 4 manifestar que, esta obra, bajo su aspecto ma-
tematico se funda en los esoritos de Argand, Bude, Francois, War-
ren, Peacock, Vallés, Mourey, Faure, Renouvier, Cournot, ete. Bajo
su aspecto filoséfico, evoca las doetrinas de la filosofia kantiana, en
cuyo cuadro de las categorias halla Rey y Heredia 6l punte de parti-
da en que ha de afianzar su doctrina filosdfica del imaginarismo,

«<LLas categorias de la cantidad intervienon en la formacidén de to-
das las nociones del mimero, de la unidad, de la pluralidad, de la
medida, del multiplo, de la totalidad, de la fraceién ¢ parcialidad.»

<Las de ja cualided dan un sentide y una afeccidn, 4 lag cantida-
des, y juegan en todas las teorias acerca de niuneros positivos, noga.-
tivos ¢ 1ma.g'manos »

Ksta tltima categoria do la cualidad en ia que los juicios existen
en sus tres estados de positivos, negativos y limitativos, en los que,
respectivamente, un concepto se halla incluido en la esfera de otro
eoncepto (predicado), fuera de ella, 6 en una esfora que se halia fuera
del predicado, forman [a basc de la docirina do Rey y Heredia, esta-
bleciéndose en ella que el concepto matemidtfico de las cantidades
positivas, negativas 6 imaginaries deriva naturalmenie de las funeio-
nos que ejerce el entendimiento en dichos tree estados del juicio, y
representa el esquema que contiene todo el cuadro de las oposicio-
nes 1dgicas de la cuatidad matemética, por dos reetas perpendiculares
correspondientes 4 log juicios: A es B,Anoces B, AesnoB, Anoes
no B, respoctivamentes, observando que, no es precisamente la posi-
eién perpendicular de las cantidades indirectas [a que se infiere de la
teorfa légica, sino la exterioridad de su cualidad, con cuya condi-
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¢ién cumplen tambicn las infinitas oblicuas que pueden referirse al
oje fijo de las positivag y negativas, expresando la perpendicularidad
un grado maximo de indireccien muy propio para realizar ¢l esquema
geométrico en toda sn perfeceidn ideal,

En el dominio puramente matemitico Rey y Heredia no ha crea-
do, ni ha sido su propdsito el de acemular nuevos hechos 4 los ya pre-
-sentados en las obras de los matemiticos que contribuyeron & aumen-
tar las proporciones de su admirable edificacién; pero ha dado solidez
al conjunto, ha eslahonado los detalles entre s, realizando una gran-
diosa sintegis, ha unido gélidamente por el razonamicnto ldgico las
dades acd y alla esparcidas ¥ no asentadas sobre una base comiin, de
verlos descubrimientos matematicos,

En su sistema desarrollado con rigurosa unidad de plan y de con-
ceplo se hallan: el importante eoncepto de la cualidad desenvuelto

porVallés en sus Fludes philosophiques sur Lt seience du calenl, 1841),
las rotaciones de la unidad que permiten representar por radios
igualmente espaciados las raices de Ia unidad, conforme aparcce en
el Easai sur la théorie ot Uinterpretation des quantités dites imaginaires
de Faure 1844, el concepto de la suma dindmica y del paraleligrame
sumatorio, por el que se refiere la teoria de las imaginariag 4 la me-
¢inica, como hizo ver Saint-Venant, en fin, la interpretaciin del ima-
winarismo en las gecciones cdnicas, eonforme 4 la teoria de las coni-
car suplementarias de Poncelet, y otros varios de los coneeptos que
fueron allegando los gedmetras, 4 partiv de los trabajos de Argand y
Buée, se encuentran en la obra de Rey y Heredia como materiales
que emplea en su grandiosa edifieacién.

No vamos 4 insistir en el andlisisde obra tan importante, ni & de-
tallar los grandes pensamientos que encierra, ni 4 poner de relieve
la gran sintesis, con unidad de plan, llevada 4 feliz término sobre la
base de la categoria de 1a cualidad y los tres estados del juicio; por-
que el evocar el recuerde de csta obra notable sdlo tiene por objeto
el sentar los preliminares necesarios para ofrecer & la consideracién
de los lectores otra nueva obra, que, con gingular acierto ha desarro-
llado en sus dos seeciones el distinguido oficial de Carabineros se-
iior Fola, y ademds porque de esta manera rendimos un justo tributo
de admiracién al iniciador en Espaiia de este desenvolvimiento filo-
géfico-matemndtico que ha continuado y completado el Sr. Fela,

Rey y Heredia, tomando ¢! asunto de su obra desde sus verdade-
ros cimientos, parte del enncepto de la Aritmética, la (fcometria y cl
Algebra en si, y més principalmente en la relacion que las une en el
plan de la ciencia matematica. Respecto del Algebra observa: <que
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8in ser mis universales sus conclusiones respecto de los nitmeros
que log de la Aritmética, desenvuelve un nuevo y sorprendente po-
der de andlisis, en virtud del cual ninguna de las relaciones de-
rivadas de una relacién principal se obscurece ni se borra por el
cileulo, como sucede en la combinaciin de las cifras» «como lengua,
aleanza el Algebra esa superioridad 4 que no tiene derecho como
ciencia limitada 4 niinero» «Pero el Algebra es mis que un lenguaje
universal de las relaciones y propiedades de los nimeros..... La uni-
versalidad, que sin dudale compete, no es meramente filol dgica, sino
objetiva, y debe de consistir en que realmente trata de cosas que no
Pueden ser objeto de la Aritmética ni de la Geometria, ni de ambas
reunidas, ni separadas». «Es posible, dice despuds, una especulacidn
suprema aeerca de esa concepiualidad pura ¢ independiente de tods
materia intuitiva, libre de toda determinaeidn numérica 6 extensiva,
pero siempre superior & ella y aplicable 4 ella con perfecta indiferen-
cia respecto 4 la clage de intuicidn que se le subordina. Cuando la
ciencia matemdtica llega 4 tal grado de evolucidn, que por la aplica-
cién reflexiva del espiritu pueden ser distinguidos en la extensién y
en ¢l mimero los conceptos que el entendimiento puso en ellos es-
pontineamcnte, hasta ¢s natural que estos conceptos asi reparados
ge conviertan en una nueva especulacién mas abstracta y universal,
¥ por lo tanto mds clevada y més eulminante..... Kntonces es cuando
Lrota y erece el Algebra como un nuevo ramo del drbol matemético.
Sobre la Gieometria y Ja Aritmética, mas humildes y bajas, porque se
hallan mis cerca del empirismo, se levanta y desarrolia floreciente
esa rama de Algebra que las cobija 4 ambas por igual, y las guarece
con su universalidad, y 1as fomenta y extiende con sus aplicaciones...
La Geometrfa y la Aritmética hermanaban por instinto y no por re-
{lecxidn, veinse el heecho de la congruencia y esto cansaba grande
admiracién, pero se ocultaba la ley 6 concepto d priori.. Esta armo-
nizaeién supremsa estaba, empero reservada al Algebra.. Ks cierto
ttue si hoy vemos tan adelantada la ciencia algebriica en esa vida de
imitacién armdnica, sélo porque ha realizado en las direcciones
opuestas de las rectas la antitesis de lo positivo y lo negativo de los
niuneros, sus progresos futuros serdn incalculables cuando la vea-
mos expresar, como si se tratase de nimeros, Iag afecciones cualita-
tivas correspondientes 4 las direcciones perpendiculares, paralelas y
oblicuas, que son propias de las Iineas... Lo imaginario, tan injusta-
mente calilicado hoy, servird en los tiempos venideros para armoni-
zar la Avitmdtica y la Geometria, y dar al‘ Algebra toda Ia altura ¢
independencia que la critica le promete, y hacer de la Matematics
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una gran totalidad, un organismo inmenso... El Algebra ordinaria
tendra que luchar todavia por algin tiempo eon el misterio del ima-
ginarismo, y que prodigar sus calificaciones de absurdidad, hasta
que ulteriores desarrollos de Ia ciencia matemaética reproduzean por
do quiera el simbolismo imaginario, y hagan de ¢l la trama general
del cdlculo algebriicos.

No eontinuaremos citande los importantes pensamientos que se
encierran en la obra porque 4 seguir nuestro impulso los eitariamos
todos. Vamos & terminar reproduciendo lo que con una modestiz que
g0 hermana con la superioridad de su talento, 8dlo citaremos el breve
cuanto elocuente resumen de fode la obra que hace.

«Helo aqui presentado en los tres pensamientog que reinan en
toda ella.

1.0 Elsfmbolo + -1 es un signo de perpendicularidad.—Buée

2.+ Los nimeros imitan el espacio, aunque son de naturaleza
tan diferente.—Pascal.

3.2 El cuadro de las categorias del entendimiento indiea todos
loa momentos de una ciencia especulativa proyectada, y da hasta su
ordenacidn y régimen.—Kant,

El primero es un pensamiento puramente matematico.—E] segun-
do es de la filosofia matematica.—El tercero de filosofia trascen-
dental».

{ Se conciuird ).
Z. Q. pe GaLDEANO.

B el 2 L
VARIEDADES

Enunoisdos 4 1as ¢cnestiones d¢ 1a «(Nuavs Sorrespondencia Matemdétions

21. 8e dan en un mismo plano una elipse y otra ¢dnica que pasa
por el centro de la primera. Se trazan en la elipse dos didmetros con-
jugados que la cortan en los puntos A,B,A’,B’' y que cortan la cénica
en los puntos C, D:

1o Demostrar que la cuerda CD pasa por un punto fijo F, cual-
quiera que sea el sistema de didmetros conjugados que se haya
elegido.

2.2 Hallar el lugar que deseribe el punto F, cuando se supone

1) Pareca quolgnorara la slmultaneided del descobrimienlo de este malemético [oglég
don ol del matematico francés Argand en 1508,
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que la génica gira al rededor del centro de la elipse, permaneciendo
esta fija,

3.2 Construir los dos lugares precedentes, en el caso particular
en que la ednica es una hipérbola equilitera cuyo eje transverso es
igual al eje mayor de la elipse y en la que un vértice real coincide
con ¢l centro de esta elipse.

(Lille. Concours académique. 1877),

22, Desde un punto A fomado sobre um didmetro de una cir-
cunferencia se trazan diversas rectas AB. Se proyecia el punto B de
la curva en C, sobre el didmetro OA; después desde el punto B como
centro, con BC por radio, se describe un arco de ecirculo. Hallar el
lugar de los puntos D de interseccidn de este arco con AB.

 (H. Brocard),

23. Una paribola MN, variable en magnitud y en posicién, toca
en su vértice P 4 una pardbola ABC dada. La directriz de la pard-
bola mdvil es 4 cada instante, la recta DE, perpendicnlar en el exire-
mo de la cuerda PQ, (Cual es ¢l lugar del foco F?

(E. Catalan).

24, En la brajula de inclinacién el lugar de las posiciones de
equilibrio de la aguja es un cono oblicuo de base sircular.
(E. Ceadro),

25 Resolver las ecuaciones
o +i=alz,+ )
@y + t=(a+1) @ + 2
@y + t== (@ + 2) (v, + @)
2y + t_—_(a' + 3) (mi + x:)
96. Construir la curva que tiene por ecuacidn, en coordenadas
rectangulares

da—y) =2 a(z*+y")

i se hace rodar esta curva sobre un eje fljo ¥ =a suponiéndose
ligado el origen de las coordenadas 4 estz curva, vendrd 4 un puntoM:
Se trata de expresar la distancia P al eje fijo, asi como su distaneia »
al punto de contacto, en funeidén del d4ngulo en que la curva haya
girado,

Si, 4 partir del punto fijo O, se lleva sobre la perpendicular al eje
fijo una longitud QA=p, y 8¢ traza por A una recta AB paralela
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4 » (MR), de manera que se tenga OA=0DB, el punto B describird una
curva cuya ecuacion se pide.
(Grenoble, Concours acaddmique. 1878),

27. Construir un triangulo eonociendo: 1.2 la base. 2,9 el ingulo
apuesta. 3.0 la longitud comun ! de los segmentos determinados por
los lados del tridngulo, sobre tres paralelas 4 estos lados que pasan
por un mismo punto

(L. Lemoine).

Advertencia importante respecto 4 las cuestiones propuestas.

Habiéndonos propuesto, como ya dijimos en el niim. 8.° de este pe-
riddieo, inangurar una época de actividad para los aficionados 4
estos ejercicios del espiritu que constituyen las cuestiones de la cien-
cia matemdtica, que tienen el privilegio de unir lo 1itil 4 lo agradable,
puesto que nada hay de mis atil que las aplicaciones 4 que ha lleva-
do y lleva constantemente la ciencia de la cantidad, y nada es tan
agradable para la inteligencia como llegar & esa posesidn plena de la
verdad que se llama evidencia, hoy nos proponemos, antes de llevar
mds adelante nuestro propasito en el que comienzan 4 favorecernos
y honrarnos algunos de nuestros eolaboradores (y confiamos en que
4 su iniciativa ha de seguir la generosa cooperacidn de otros muchos
aficionados 4 este género de investigaciones), regularizar en cuanto
nos sea posible, la publicacion de cuestiones, y con este objeto hace-
mos las advertencias oportunas en la cubierta de este periddico.

Ademis, con objeto de abreviar el lenguaje, adoptaremos en lo su-
cesivo, conforme ya hemos comenzado & haeerlo, las anotaciones si-
guientes:

N. C. M.—Nouvelle Correspondence Mathématique.

J. 8.y J. E=Journal de Malthématiques élémentaires ¢ spéciales
de M. (i. de Longehamps.

N. A. M.—Nouvelles Annales de Mathématiques.

A. F.— Association Frangaise,

6 iremos agregando 4 éstas ofras abreviaturas, cuando se presente la
ocasidn de referirnos 4 otras revistas d coleceiones matemiticas.

Faragoza. — Imprenta de C. Ariiio, Coso, 100, hajos
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