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LESCUBIQUES UNICURSALES
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¥. GOHIERRE de LONGCHAMPS,

Professcur de Mathématiques spéciales au lycée Saint-Lovis

M. Zahradnik (}, le premier, cravons-nous, a observé que les cubi-
ques unicursales, caractérisées par un point double, peuvent étre considé-
rées comme des cissoides, ¢t se deduire des conigues, comme la cissoide
ordinaire se deduit du cercle. Dans un précédent article (), nous avons
montre que la sirophoiite, la lemniscale de Bernoulli, les conchotdes, peu-
vent étre eng‘éndrécs a la facon dc la cissoide, et nous avons nommeé
conchoi fales, les courbes qui se construisent, point par point, par une
loi géométrique, que nous avons doané:. En adoptant ce langage on
pourrait done dire que les cubrgues unicursales sont des conchoifales, si
le théoréme de M. Zshradnik ne souffrait unc exception, comme nous
alloas le moantrer.

1. Considérons unc cubique unicursale; prenons son point double
pour origine des coordonnées: I'équation de la courbe est

——

) drohives de Grumert, t, LV, pp. 8-10.—Nowrelle Correspundance, 1 1, p. 86,
") Nowvelte Correspondance, . ¥, p. 146
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1Y) — ay{xy} =0,

v, et 3, désignant des fonctions homonogénes, respectivement du troi-
siéme et du deuxiéme degré. La droite représentée par

y=lIx
coupe la courbe en un point dont l'abscisse cst

(1)

AU

L'équation ¢,(!) = o a toujours une racine réelle, 8, don¢

9,{f) = ({—0) (AP + B/ 4 C);

et la fraction rationnelle, %’. peut sc décomposer en fractions simples,
3

de telie sorte que

w4 n P

AP FBI+C I—0 l
si 0 n'est pas racine dc P'équation
A +BI+C=0;. . . . . . . . (3

cas particulier que nous examinerons tout a I'heure. Si nous construi-
sons la droite M et la conique M’, avant pour ¢quatinns:

y=% +p,
my + nx = Ayt 4 By 4 Ca¥

une droite, menée par 'origine O, rencontrera la droite M en A, la co-
nique M’ en B, la cubique en C; done, d'aprés I'équation (1),

OC = OB — OA = B4;
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ce qui démontre, dans le cas général, le théoréme de M. Zahradnik.

2. Supposons, maintenant, que 0 soit racine de I'équation (2): deux
cas sont a distinguer dans cette hypothése, parce que 8 peut étre raci-
ne simple ou racine double,

Si 0 est racine simple, on peut poser

oalf) = (¢ — 6)* (Al +- B),

et, par suite,

ﬁ@=m£+n__ P
%Wl (t—0 A+ DB

Le raisonnement que nous avons fait précédemment s'applique en-
core 4 ce cas particulier, avec eette circonstance, que la conique, qui
sert 4 engendrer la cubique, 4 la fagon des conchoidales est une pa-
rabole,

Mais il n'en est plus de méme dans la seconde hypothése. On a,
dans, ce cas,

%) = At —0);

et, par suite,

21(_{1= m no P
b Sl T Ty T 1Y

m étant, comme on le sait, différent de 2éro. 11 est donc impossible de
mettre, dans ce cas singulier, la valeur de x sous la forme (1), condi-

tion nécessaire pour qu’on puisse conclure le théoréme qui nous
occupe,

3. D'aprés cela: loules les cubiques unicursales sont des conchoidales de
coniques, exceplé celles qui admettent la drotle dc Uinfind four asymplote
triple. En se reportant a ['analyse de M. Zahradnik, il est facile dg re-
connaitre qu'elle est en defaut dans le cas particulier signalé, Pour
identifier, en effet, comme l¢ veut cette démonstration (), fes deux
¢quations
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(@8 + by + &) (mx -+ ny + p) — (mx + ) (x + @) =0, (A)
ax*+bxty oyt dy +ext+fxy+ gyt =o, (Bj
dans le cas ol (B) est de la forme
(@x 4 BY)?® + ¢,(xy) = o,

on devrait avoir,

(@x® + bxy + cy%)} (mx + ny} = (ax 4 By);
par conséquent

m
n

ol
rx
et I'équation (A} serait décomposable, I'un des facteurs étant
mx + ny = o.
Il est donc impossible d’identiiier la cubique donnée (B} avec (A).

4. Nous avons indiqué, dans I'article cité¢, unc construction qui
permetdetracer latangente en un point quclconque d'unce conchoidale,
1! résulte, de cette remarque et de ce qui précede, quion pourra, par
unc régle trés-simple, construire la tangente cn un point pris sur une
cubique unicursale.

sAyan! pris le point double O, pour origine des coordonnés, on consiruil
lx drofte M e! la conique M’, déduiies de l'équation proposée, comme il a
élé it plus haut. Par O, on fail passer une droile renconirand la droite M
el la conique M’, respectivement aux points A et I; on prend OC = ADB: I¢
point C est un point de la cubique.

Pour avoir la langenie en ce poini, on méne I3 langente a4 lellipse, au
point B, jusqu’ d sa rencontre en M arec la droite M; on prend BN = DBM:
NC est la tangenie cherchée (lam. 11, fig. 1.%).

Les tangentes au point double s'obtiennent d’aillcurs ¢n joignant ce-
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lui-ci aux points de reacontre de M et de M’ Les points de contact des
tangentes paraliéles & Vasymptote s'obtiennent en joignant le point
double aux points de contact des tangentes & M, paraliéles & M, et
prenant, sur ces rayons vecteurs, par la construction ordinaire, les
points dc la cubique.

§. La construction des cubiques unicursales, point par point, et
celle de la tangentc en un point pris sur la courbe, dépendent de la
connaissance d'une droite et d’une conique, préalablemeant détermi-

nees. 1l est facile de voir qu'elles sont indépendantes du choix des axes (14-
mina I, fig. 2.4).

Soient : O le point double de 1a cubique proposée, C la conique,
AB la droite que l'on déduit de I'équation de celle-ld, comme nous
I'avons expliqué. Menons, en O, la tangente 4 C, et prenons QOE=0D : E
est un point de la cubique. Menons, par le point E, une paralléle A'D’
a AB. Nous allons montrer que A'B’ cst une des asymptotes de la
courbe : il n'y a pas d'autre asymptote réelle si, comme nous le suppo-
sons pour fixer les idées, la conique C est une cllipse.

Ayant meng, par le point O, une droite quelconque; ayant pris,
comme lindique la figure, OG =FDB, lc point G cst sur la cubique;
abaissons les perpendiculaires GA, 007, FI7 sur A3y GA* sur A'DY.
Nous aurons

GA’ =00 —I'l™.

Sile point DB s'éloigne 4 Pinfini sur AB, FF’ a pour limite 00’
donc

lim GA' = 0O :

A'B’ est une asymptote. Ainsi, la drofte AB est paralisle d Pasymplote

ALY, et le point double de la cubiquc est d égale distance de ces deux
droites.

La droite AB étant ainsi déterminée et la cubique ¢tant donnée, on

pourra construire, point par point, la conique C, laquelle est donc elle-
méme déterminée.

Nous ferons observer, cn terminant, que ces considérations s'appli-
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quent généralement aux courbes unicursales de degré quelconque,
courbes de degré m, ayant un point multiple d’ordre (m —1). Par
exemple les quartiques unicursales peuvent, en général, et sauf des
exceptions faciles & formuler, se déduire de deux coniques, a la ma-
niére des conchoidales.

—t PRIy —

LA EVOLUCION DE LA GEOMETRiA PROYECTIVA

(CONTINUACION}

En estas consideraciones fundé Brianchon la teoria de las polos,
que desarrofld (segln indica en una nota de la memoria que estamos
disefiaado} en el cuaderno 13 del Journal de b Ecole Polyctenique, 1800,
Suponiendo dos triangulos abc y ABC tales, que unicndo los vértices
ay A, by B, cy C sus intersecciones concurran cn un punto S; para
demostrar que las intersecciones de ab y AR, bc y BC, ac ¥y AC concu- .
rren en los puntos P, R, 0, situados en linca recta (lam. L, fig. 2), le
basta la consideracion del exagono MABNeCM (M y N son las inter-
secciones de AC y ab, de AB y ac prolongadas) () pues encontrandose
Mb y Ne, BBy ¢C, BN v CMen los puntos a4, S, A, que por hipotesis
estant en 1'nea recta, tambica vl exagono MbeXBCM (7} tendra la mis-
ma propiedad, es decir, que las intersecciones P, Ry Q de los lados
Mby NB, bey BC, cN y CM tambien estaran en linea recta, y la co-
rrelacion de los dos exagonos establec: 1a propiedad reciproca, de
manera que: cuando dos (ridngulos sc hallan colocados de modo que com-
binando cada lado del primero con los del segundo para oblencr sus puntos
de tnlerseccion, éslos se encuzniran en und alineacion, sf se unen con recias,
dos d dos, los vé lices opuestos i los lados ast combinados, y en el mismo
orden, dichas reclas, en ntomero de lres, concurririn en un punio.

También, como obs:rva Brianchan, las rectas trazadas desde un
punto & los vértices de un triangulo situado en ¢l mismo plano per-

') Para sencillez, siguiendo el urden de las letras, pademes Hamar d los lados Mh, 5B, elcé-
tera, 1,2, etc., ¥ los Jados My y N:oseran 1 y 4, etc.

("} En este caso Mby NB que s¢ encuentran en Psondnsludos 1y &, by BCsondy B, c¥ y CM
sondy#, ’
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miten represeatar un cuadrildtero con sus diagonales, determinando
este sistema sobre una transversal arbitraria seis puntos ligados por
las siete relaciones fundamentales, y al deformarse el tridngulo de mo-
do que cinco de estos puntos queden fijos, el sexto no cambiard de si-
tuacidn,

Cuando los puntos X & Y, asi como los U y Z del cuadrilatero arri-
ba considerado se reunen en uno solo, {lam. I, figs. 1y 5 lus siete re-
laciones se reducen 4 cuatro, coincidiendo los puntos C y D de la
figura primitiva, en la gue el cuadrilatero UZYX ha desaparecido,
obteniéndose un tridngulo circunscrito THE tangente en Uy X, ¥ re-
sulta que: si se deforma una conica sujeta & pasar por dos punilos conoci-
dos (A. B) {\am. 1, fig. §) y d focar & las dos rectas (TU, TX) dadas en po-
sicion, la cuerda de contacto (UX) girard sobre un punto fijo C.

Ademas, (lam. 1, fig. 5) este punto fijo se halla determinado por di-
chas ecuaciones, que son de segundo grado y dan dos puntos C, K,

FC , AC

. . C BC
1 d | = =
igados por la proporcién EE = FR 4 <K = BE {cvando el punto

K se halla en el interior de la cuerda AB, se obtiene por la interseccién
de ésta con la cuerda UV que une ¢l punto de contacto U at V del
tridngulo circunscrito THE ). Pero si se hace ahora variar las dos tan-
gentes que pasan por los puntos 2y F, girando alrededor de éstos,
las ecuaciones no variaran, ni por consiguicnte los puntos Cy K, y
entonces todas lus conicas obtenidas sobre la cucerda AB forman dos
sistemas distintos, de modo que en el primero, las cuerdas de los
contactos oscilan alrededor del punto C y en ¢l segundo, alrededor del
punto K (figs. 5y 6). Tenicndo, pues, en una recta los cuatro puntos
A, B.E, F, (figs. 6y7) ylos dos puntos de construccion C, K deter-
minados por las formulas fundamentales, si se trazan desde los pun-
tos E, F pares de tangentes que tocan d la curva ¢n pares de puntos
Xy V, Uy W, las cucrdas de contacte UX y VW se cruzarin ¢n uno
de los puntos C, K y las otras dos UV y XWen el otrb, Estos dos pa-
res de tangentes forman un cuadrilatero completo cuyas tres diago-
nales se cortan en C, K, ¢, puntos de los cuales solo el ¢ varia con la
curva, y se cncuentra en la interscccion de las cuerdas de contacto
UW y XV. Si ahora suponemos fijos los dos pares de tangentes, (figu-
ras 6y 7) y deformamos la curva de manera que permanczca tangen-
t¢ a aquéllas, los dos pnntos A4, B, variaran conscrvando la relacion
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-:%.!% = -g%- anteriormente establecida, y las scis cucrdas de contacto

UX, VW, etc., giraran dos a dos alrededor de los tres puntos fijos
C, K, ¢ determinados por las tres diagonales del cuadrilatero circuns-
crito. Pero en virtud de la teoria de 1ns polos, en un cuadrilatero ins-
crito UXVW cada uno de los puntos C, K, ¢, cs ¢l polo de la recta que
une los otros dos; luego en fodo cuadrililero completo circunscrito & una
conica, cada una de las lres diagonales, cs {3 polar del punto de inlerseccion
de las olras.

Esto conduce inmediatamente 4 la determinacion de las chHnicas
por medio de la regla ¢ alineaciones, segun ¢l propasito de Brianchon,
en su célebre Memoria, que es vn hermoso cjemplar de la geometria
de la regla, pues si las tres diagonales del cuadrilatero circunscrito
se encuentran ¢n C, K y ¢ {fig. 8), y sc traza una cuerda wx que tienda
hacia uno de éstos C. y por los extremos u, v s¢ trazan a uno de los
polos x, por ejemplo, rectas, que encontraran a la curva co los puntos
u, w respectivamente, los tres puntos C, V, W se hallarin alineados, y
las rectas ww, xu concurriran en e} tercer polo ¢.

Ahora, determinando los cuatro puntos #, x, ¥, 7 scis cuerdas que
tienden, dos & dos, hacia uno de los tres puntas fijos C, K, ¢, en virtud
de la propiedad de los polos, cada una, wr, de cstas cuerdas se hallard
dividida armodnicamente por su punto C y por la polar Ac, de mancera
que las dos rectas trazadas desde los puntos w, x 4 los cxteemos de
una de las diagonales que concurren vn C, se cortaran ¢n At, y cono-
ciendo uno solo de los cuatro puntos u, x, », @, s¢ determinaran los
otros tres por simnples intersecciones de lineas rectas.

Por otra parte, si por ejemplo u coincide con uno de los puntos 3
en que la curva esta cortada por una de tos tres diagonales del cuadri-
latero completo, el punto w concurrira también con 3, y x, v s¢ con-
fundirdn con el segundo punto A en que ¢ésta diagonal corta a la see-
cidn conica, cruzandose las tangentes ¢n B y .1 ¢n el punto ¢ de inter-
seccidn de las otzas diagonales. Enlin, si s deforma una cdnica sujeta
a tocar cuatro rectas cualesquiera, las seis cuerdas de contacto, varian
girando dos a dos sobre los tres puntos fijos determinados por las in-
tersecciones dc las diagonales del cuadrilatero completo que forman
los cuatro tangentes dadas; lucgo, si por una condicion cualquiera,
una sola de estas seis cuerdas se hubicse fijado, las demas tambien lo
estarfan, obteni¢ndose los cuatro puntos de contacto por simples in-
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tersecciones de lineas rectas, como sucederfa ¢n el problema: inscribir
en un cuadrilitero dado una conica {al, que la cuerda de contacto de dos
lados determinados, pase por un punto conocido, problema que se cons-
truye con la regla solameate,

No vameos 4 enunciar la serie de problemas que se resuelven ¢n la
Memoria de Brianchon, como por cjemplo, describir una cénica de la
gue se conocen cinco punios, cuya solucién sc halla basada en las ecua-
ciones fundamentales; circunscribir é un pentigono dado una cénica, cu-
ya solucién se funda en determinar un sexto punto por medio del
exagono inscrito. Lo indicado basta para formarse idea de la impor-
tancia que tiene esta breve sintesis hecha con elegancia y unidad de
método de la doctrina desenvuelta hoy en los tratados llamados de
Geometria moderna, proyectiva 6 superior, y tendrd mayor impor-
tancia para nosotros por cuanto esta Memoria va 4 presentarsenos co-
mo el gérimen sobre el que se han desenvuelto los trabajos mas impor-
tantes de los geoOmetras & quienes se debe la cvolucion realizada en
esta rama de la Matematica, durante la primera mitad de este siglo.
Y con frecuencia sera necesario el recordar algunas de cstas paginas,
aldar idca de vastisimos desarrollos fundados en los solos principios
que guiaron i Brianchdn, no sin manifestar que ademas de esta ¢éle-
bre Memoria, debe citarse como otro timbre de gloria para este escla-
recido geometra, 4 saber, su importanie trabajo insertadoen ¢l cua-
derno XU del Journal de I'&cole Polytecnigue, donde establecio, basan-
dose ¢n el principio de Pascal, toda la teoria de los polos y de las
polares de las seccioncs conicas.

{Se conlinuard).

ety el g

ALGEBRA AN ELEMENTARY TEXT-BOOK

by G. Chrystal, profesor in the University- of Edinburgh

{CONTINUACION)

Después de exponer las transformaciones fundamentales de las
funciones enteras, para llevar mds adelante los procedimientos com-
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binatorios del calculo algébrico, tiene que establecer nuevos conceptos,
que definir nuevas entidades, como son los nimeros negativos, irra-
cionales & imaginarios. Los primeros son multiplos positivos ¢ nega-
tivos de 1; los scgundos, que poseen una existencia actual no siendo
susceptibles dec representarse exactamente por ninguna expresion
aritmética, y en cuanto 4 los Gltimos, para que subsista la generalidad
de las operaciones algébricas, es preciso introducir una unidad ideal i
definida por la expresion i*= —1, y cstas nuevas cantidades, afade, co-
mo las demas deben sujetarse a todas las leyes ordinarias del Algebra,
ya combinadas cntre si & con cantidades reales.

En la teoria de las expresiones irracionales es de gran importancia
la determinacidn de los factores que las hacen racionales, y éstos (ra-
tionalising faclors) son objeto de un capitulo a ellos exclusivamente
destinado.

En el caso de la expresion binomia

i

ap‘” + l:oq‘3 y

si m es ¢l minimo comin miltipo de ¥ y 3§, el factor que la hace ra-
cional es

« g
xm-tpym—ty pxymeigym (siendo x=ap y, y=qu)

Si la expresion irracional es = p+vq-+/1, el factor que la hace
racional es

;p-;-q—r—2¢pq} (Vp+vq+1)

En cuanto 4 la forma de las funciones enteras, puede ser expresada
por la suma de un término racional y multiplos racionales de v'p, Vq, Vr,
y por sus produclos v/ (pq), v {pr}), v (pqr}), etc.

En general: Toda funcion eniera de p' In puede reducirse d la forma

y . |
4+ Ag, p{ Va '

’}Il

1
A+Ap !n"'A:P

en la gque A,, A,,... Ag— sonracionales.
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Toda funcion enlera de p'fn, puede reducirse d la_forma

n

A°+A|p (n_i)fn

1
+Ap g tAnm, P ,

en la que Ay, A,,... Ap—, son racionales respeclo a p'-’n .

Toda funcion entera de prt, q'/m, r'/n | puede expresarse como una
Juncion lineal de

. 1! L] -1yl 1
er/ls '---P(l )| qu,

P !flm’ ooy q{m")n’m; r‘f'n !lfrn . r(n‘-'”n ,

q S S ete.
¥ de los productos de estas cantidades, siendo racionales los coeficientes res-
peclo de pir";l, q'f'm, ', etc.

Ademas, siempre pucde oblenerse un faclor que haga racional la ex-
presion

f = /a

i 1
As+A,p o +Ap " +otAg-, p ’
1 2
Asi, parael caso n=3, 4 P=A+A;p ? 4+A,p ¥ ,sc ticne

i 1

1 3 ! 2
p8P=pA,+Ap?+Ap

Yy pPP=pA+pA,pt+Ap?,

2
B

1 )
sustituyendo en los segundos miembros x porp 3, y por p?, elimi-

nando después x ¢ y en las tres ecuaciones obtenidas, y después sa-
cando P como factor de los términos que multiplica, el cual es el fac-
tor buscado,

1 ]
(As‘—P"\M\|)+{PAg"‘_‘\oAt)p 3 +(‘\19""\0A1} pd,

¥ lIa expresion hecha racional.
Ao *+pAPpA, —3pAA A,

En cuanto 4 Jos nimeros complejos cuya representacion grafica,
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segun el procedimiento de Argand se emplcaen la obra de Mr. Chrys-
tal, los problemas fundamentales son los concernientes 4 fos nimeros
complejos, a sus maédulos, y sobre todo ¢l que establece que los resul-
tados de las operaciones algébricas cfectuadas con los nameros com-
plejos, son numeros también de csta forma.

(Se concluird).

—y et .—

ESSAl SUR LA GEOMETRIE DE LA REGLE ET DE L'EQUERRE

par M, G. de Longchamps

En el niimero anterior de cste perindico hicimos una breve indica-
cion sobre la importantisima obra que acaba de publicar el profesor
M. de Longchamps, y prometimos dar cuenta mas detallada de este
nuevo libro, 0til bajo muchos coaceptos, lo que vamos 4 haccer, de
manera que siquiera queden schalados algunos de los puntos capita-
les, v los mas indispensables para dar a conocer el caracter y alcance
de esta Geometria practica.

El-&nsayn sobre la geomelria de Ia regly y de Ly escuadra ticne ese
caracter eminentemente grafico de la geometria pura que fijaron los
geometras griegos, y que ha ido progresando en los tiempos moder-
nos, alguna vez eclipsada por las brillantes aplicaciones del andlisis a
esta rama de la matematica.

Hoy, que merced i la adivinacion de los porismas de Fuclides, ile-
vada a feliz término por Chasles, ha Ramado preferentemente la aten-
cion de los gedmetras csta rama de la geometria, sirviendo las obras
de problemas, asi como las revistas 6 periodicos matematicos de oca-
sion favorable para hacer escursiones fructuosas por tales dominios
"de la ciencia, ¢s de gran oportunidad y provecho para el aficionado
a estos estudios, el publicar una obra que d¢ & conocer las aplicacio,
nes Utiles ¢ inmediatas de aquellas teorias. Y esto es lo que se advierte
en la obra de M. de Longchamps.

El teorema de Gergonne acerca de la relacion de segmentos fog-
mados en los lados de un triangulo por tres rectas concurrentes en un
punto y que parten de los tres vértices; el tcorema de Menclaus, de
constante aplicacion, como sc sabe, en la Geometria lamada moderna
6 proyectiva, caracterizada por la relacion aparmonica, que establece
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también una relacion entre los segmentos que forma una transversal
en los lados de un tridngulo; ¢l teorema de Desargues, acerca de los
dos triangulos cuyos lados covrespondientes se encuentran ¢n linea
recta, y en el cual Poneelet fundd su teoriadelas figuras homoldgicas;
en fin, el iema X1l de la coleecion de Pappus, son las proposiciones
fundamentales en la obra de M. de Longchamps, a las que agrega su
teoria de los punios y de los tridngulos reciprocos.

Veamos cdmo estas diversus proposiciones se enlazan para consti-
tuir fos fundamentos de la Geometria de la regla y de la escuadra.

Por el teorema de Juan de Ceva se sabe ques si las rectas AAY, BYY,
CC' {lam. I, fig. 3) concurren e¢n un punto O, sc tiene la relacion de

segmentos
Al I’'C C'A .
AC T BA T CB

Si ahora consideramos cn ¢l tridngulo ABC ¢l punto A” simitrico
del punto A con relacian al punto medio de DBC. La recta AN y las
andlogas BB", CC” concurrirdn, scgin ¢l teorema veciproco del cita-
do, cn un punto 07, Estos dos puntos asociados entre si de manera
que por ¢l uno resuita determinado ¢l otro son los puntos llamados
reciprocos por M. Longzchamps. (1)

Siahora se considera una transversal A0 (lam, 1, Gig. ) en el pla-
no de un triangulo ABC que corta a los lados de este en los puntos
ALY, €, determinando sus puntos simétricos A%, 37, C7 con respee-
to a los lados BC, CA, AD, por satisfacer [a relacion

A’B B’C CrA .
AC T BFA CCrd T

determinaran la recta A” reciproca de la A'.
Ademas, bas coordenadas (', By ), (27, B”, ¥} de dos puntos (2) re-
ciprocos O y O (lam. U, fig. 3) satisfacen a da relacion

ar“;p=prﬁﬂ=TrT!f ,

(L) Annales scientifigues de FEole Normal supéricave, . Mémoire sur une nouvelle méthode
de transformatinn en géomelrie,

{8} Emidéndese agui por coordenadas 105 numeros que miden las arcus de los tridngu-
los BO'C, AQ'C, AU'B.
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pues en los dos triangulos BO’A, CO’A se verifica

BO'A ¢y DM _BA
CO'A g CN CA”

y para ¢l punto O,

BO'A _y" BA”
CO'A_ g CA™"

Ademas, BA"=CA" y BA"=CA’,

por cofisiguicnte L= ﬁw

B

y BB =Yy, etc.

En {in, ¢l porisma 1v de Euclides (1) y ¢l porisma xxix {2), e} prime-
ro que, en los tratados de Geometria moderna suele enunciarse, con-
siderandosc un tridngulo cuyos tres lados giran alrededor de tres po-
los ¢n linca recta, micntras dos de sus vertices recorren dos rectas; el
segundo que ¢s uno de los casos del exagorno inscrito dos rectas, res-
pecto al cual Pappus did los enunciades de los lemas xur, xin, xv
¥y xvu {3},

Todas estas proposiciones sirven de fundamento 4 la obra de
M. Longchamps, de la cual vamos ahora a citar algunns de los proble-
mas que ¢n ella se resoelven empleando la regla y la escuadra sola-
mente.

Para frazar por un punto A fam. 11, fig. shuna faralela 4 una recla A,
basta colocar la regla plana en las posiciones sucesivas 1, 2, 3, 4.

El trazado de las rectas BAC y CD determina la paralela bus-
cada AD. :

Para dividir un segmenio AB en dos parles iguales, con laregla y la
escuadra (4) sc trazan paralelas que forman un paralelogramo, en ¢l

(k) Ubasles.—Les frois livres de poriames, pag. 102,

{2) ldem, pdg. 180,

{8} De estas cuestiones nos ocupamos ¢n nuesira Geometria y en nuestros Estudior criticos
sobre b3 generacian de los concepios matemalicos, cuaderno 2.+

{4} Servois empleabs la fausse équerre, figura (ormada por dos rectad Guc forman un dngulo
fijo diferente del dngulo recto.
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que AB es una diagonal {Jam. II, fig. 6). La otra diagonal CD divide 4
AB en dos partes iguales.

Para fransportar un segmenio AB d partir desde un punto O de la recla
en que se hatla (lam. 11, fig. 7), basta trazar una recta A’ paralela 4 A
formando los paralelogramos ABCD, CDOM, resultando OM=AD.

El punto simélrico de un punto A con relacion a otro puanto B, se’
obtendra (lam. 1, fig. 8) coostruyendo los paralelogramos ABDC
y CDBA’".

La bisectriz de dos direcciones dadas se obtiene colocando la regla
plana en dos posiciones (!am. 1, fig. g}, siendo OM dicha bisectriz.

Para unir un punto P {lam. II, fig. 10} al punto de interseccion de
dos rectas A y A', el trazado que se indica eu la figura indica suficien-
temente el procedimiento, fundado como se ve en las proposiciones
de Pappus 6 en las modernas teorias del polo y 1a polar, ¢ dela rela-
cién armonica en el cuadrilatero completo, etc.

Continuando este procedimiento se halla igualmente, con ¢l solo
empleo de la regla, el conjugado armdnico w de otro punto w’ con ve-
lacién 4 un segmento O0’, y el sexto punto de una involucion en la
que estan dados los otros cinco, haciendo aplicacion del cuadrildtero
completo y el teorema de Desargues.

Para dividir una recta en partes iguales, expone M. Longchamps
las soluciones debidas a Servois y 4 MM. Cremona y Bachy, para las
cuaies observa se necesitan la regla y la escuadra 6 )a regla plana. De
¢stas indicaremos algo dc la del Sr. Cremona.

Estc notable geometra supone conocido ¢l punto C simétrico del A
con respecto al B (lam. I, fig. 11), como la de Servois exige la existen-
cia de una paralela & la recta que debe ser dividida.

Esto supuesto, unicndo un punto cualquicra M, 4 los puntos A, B
y C, la construccion indicada en la figura hace ver que se tie-
ne 0,0,=0,0,.

Las rectas CO, y BO, determinan otro punto M,; éste permite ob-
tener otro O,, y asi sucesivamente,

Respecto al trazado de las conicas, solo indicaremos el relativo a la
elipse que se funda en el siguiente teorema:

«Sean AA’ un cje de una elipse T'; tomese en T'un punto M, y Gna-
se este punto a los extremos A, A’ del eje asi considerado: la perpen-
dicular 4 AM, cn cl punto A encuentra 4 A’Men p; el lugar dep es una
recta A perpendicular 4 AA's,
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Para demostrar esta proposicion obtenida por M. Longchamps en
un vstudio de geometria comparada, @ que Hamo fransformacion reci-
proca (1} considera un punto M en una ¢lipse cuyos cjes ticnen por
longitud respectiva ay b, obteniendo que

M2 b
AN 2
y ademas por los tridngulos semejantes de la figura:
MH . D M AD
NI AD Y AT D

por consiguicnte

MIE _AD AD_#
ATLATL . AD U8 TRT

De esto resuita que ¢l lugar deserito por ¢l punto w es una recta
A perpendicular 4 A'A en un punto D gue divide exteriormente
el segmento AN en la relacion de lus cuadrados de os vjes de la clipse
propucsta.

Para construir, pues, la elipse, punto por punto, con ayuda de la
regla vy de la escuadra. cuando se dan tres viértices A, A, B {lam. TI,
figura 13), apliquese al punto 13 la construccion clectuada en ¢l punto
M con las cuerdas AM, A'M: s¢ obtendri un punto € (siendo recto el
dngulo BAC) que pertenece a0 3. Fsta recta se oblicne, pucs, bajando
desde C upa perpendicular a AN

En fin, si s¢ toma arbitrariamente un punto g sobre A, con la regla
y la escuadra, tendremos ¢l punto correspondicnte M, y podremos en
estas condiciones construir la ¢lipse, punto por punto.

Después de resolver multitud de problemas relativos a la elipse, 4
la parabola y la hipcrbola, prescindicndo de Ins métodos de Pascal y
Brianchon, obtiene M. Longehamps cf trazado de las cHnicas aplican-
do las propicdades de los punfos y fransversales recifrocos que arriba
hemaos citado,

Asl, cuando un punio O se mueve en una recta A, el punto reciproco O’
se mueve en uny conica I circunserila al fridngulo, pucs la ecuacion de A
¢n las coordenadas adoptadas (trilateras O triangulares) es

ma+nB4py=o0,

Wb Juwrasl de il athemaiigues spéciales, 1683,
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y siendo (=, B, ¥) las coordenadas de O y (a’, §', ¥) las de O', sc tiene

Por consiguiente, se obtendra ¢l lugar descrito por un punto O,
reciproco del O, cambiando «, §, ¥ por

1 I
=TT

en la ecuacion del lugar, y a la recta A corresponde la curva cuya
ecuacién es

coOnica circunscrita al tridngulo de referencia.

Ademds, encontrandn & AB en un punto C; la tangente ¢n € 4 la
conica I, los puntos A’, 137, €’ s¢ hallan, segan expresa la ecuacion de-
ducida, en la recta cuya ccuacian es

-E_; -+ —E— -+ -l—.:— == 0,

¥ para construir una conica, conociendo cinco puntos \, 13, C, D, I,
bastara tomar los puntos reciprocos DY, I2" de D, E, coa relacion al
triangulo AXC; y como a todo punto M, tomado ¢n D'E’ corresponde
un punto reciproco M pertenceiente 4 la conica buscada, ¢sta puede
construirse punto por punto.

Tomando la transversal reciproca de TVE® que corta al tridngalo
ABC en los puntos =, B, 7, s¢ obtendran las tangentes en los pun-
tos A, I3, C.

Nada diremos después de esta escursion por la obra . M. Long-
champs acerca de las nuevas construcciones que ofrece @ tos lectores
de su obra, aplicadas al trazado de la cisoide de Diocles, a la curva
duplicatriz, a la duplicacion det cubo por medio de arcos de parabolas
a la estrofoide, a la trisectriz de Mac-Laurin, a las cabicas circulares
unicursalcs, al folium de Descartes, Ta serpentina, el tridente do Now-
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ton, la curva de Agnesi, las cibicas diversas, la concoidal ¢ircular y
las diferentes especies de cudarticas, que son asuato desenvuclto en la
primera parte de su obra, como en la scgunda trata de la aplicacién 4
los problemas de la agrimensura y al arte de la guerra. Los numero-
sos ¢ importantes detalles desenvucltos en obra tan original como
util, no pueden ser conocidos por una mera resefia, sino por un ¢stu-
dio directo en el libro de M. Longchamps.

Z. G. pE GALDEANO.

JORNAL DE SCIENGIAS MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS

publicado pelo Dr. Francisco Gomes Teixeira

Uno de los hechos quce en la actualidad se presentan como testimo-
niode coltura v progreso de las diversas naciones, como prucba in-
concusa de su actividad cientitica, es la existencia de publicaciones
consagradas a la Matematica, ya en sus desarrollos puramente teori-
cos, ya en lainfinidad de sus aplicaciones: y esta proceba, y este indis-
cutible testimonio de los hechos no podia faltar 4 nucstros Hustrados
vecinos los portugueses, que se hallan en ese concterto universal de la
ciencia, especie de lazo intelectual que hoy une a los pucblos de mds
diverso origen, acaso mas estrechamente que los vinculos creados por
la fuerza, también atractiva de los intereses materiales,

No hay mas que dirigiv la vista por lus diversos tomos publicados
desde el aio 1879 bajo Ia ilustrada direccidn del antiguo profesor de la
Universidad de Coimbra, hoy divector de la Academia politéenica de
Oporto, para dejar confirmado nuestro aserto.

La inspeccién de los varios trabajos inscrtados en ¢sta importante
revista, hacen ver ¢cimao concurren a la obra dela ilustracion nacional,
desde el alumno aventajado, cuya actividad y amor al estudio hace
fructificar la enseftanza de sus profesores por medio de originales des-
arrollos debidos 4 su individual iniciativa, hasta los profesores, y los
individuos de la Real Academia de Ciencias de Lisboa: y ¢l resuitado
de ¢sta accidn comun s¢ traduce en importantes investigaciones, don-



EL. PROGRESO MATEMATICO 67

de también colaboran nobles matematicos extranjeros, por efecto de
esta universalidad de la ciencia, que hoy no reconoce mas patria que
alli donde se piensa y donde se rinde cuito 4 la verdad.

La tesitura en que se han colocado los colaboradores de esta impor-
tante publicacién, 4 pesar de ofrecer los mis diversos matices, desde
¢l dominio de lo clemental hasta las lucubraciones de orden superior,
tienen gran importancia para quien desee, después de poseer los ¢o-
nocimientos generales de las teorias de la Matematica moderna, am-
plificar éstos con nuevas aplicaciones y desarrollos, que muchas veces
en Jos diversos trabajos ofrecen cierta ilacidn, en medio de su varie-
dad, que permite llegar 4 poseer su admirable conjunto y constituir
una obra de ilustracién nacional.

Entre los gedmetras podremos citar los notables matematicos se-
fiores Schiappa Monteiro, Marrecas Ferreira, Craveiro Lopes, tan ha-
biles en el arte de proponer problemas que excitan la actividad y et
interés del pablico matematico, como en dar las mas variadas y ele-
gantes soluciones 4 los propuestos en este palenque sin fin de las in-
teligencias.

Dificil en extremo serfa dar una idea cabal de lo que exige mucho
ticmpo y mucho estudio, entre las variadisimas cucestiones resucltas en
los tomos de esta revista; sin embargo, citaremos algunas cuestiones,
tales son: el determinar los lugares geometricas de las ceatvos de log
circulos que cortan a otros dos ¢'reulos dados segin dngulos dados, que
da origen 4 una interesante discusion desarrollada en varios articulos
por el gedmetra Sr. La Pounte Horta,

El problema: Dadas tres circunferencias de centros A, B, C de las
que las dos primeras tienen una cuerda comun 1j, trazar por | una
transversal que las cncuentre en los puntog X, Y, Z, dc mancra que
XZ y XY sc hallen ¢n una razon dada, del cual da una clegante solu-
cion el Sr. Craveiro Lopes, fundandos: en que: dadas dos chrcunferen-
SEas que se cortan, si se (rajan reclas por uno Jde sus puntos Jde mnierseccion,
el lugar geométrico de los punios que dividen en una rawdn data los seg-
mentos de dstas deferminados por las circunferencias, es olra circunferencia
que pasa por los punios de inlerseccion Jde las primeras ¥ cuyo centro divide
en la misma razon la dislancia de los centros dados, probiema del que did
una solucion ¢l célebre geametra italiano G. Bellavitis por su mcétodo
de las equipolencias, lo cual, seglin ¢ste mismo expresa en una carta
dirigida al Sr. Gomes Teixeira, no disminuye el mérito del Sr. Cra-
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veiro Lopes (1). También el Sr. Schiappa Monteiro insiste en este pro-
blema, dcl cual da una soluciom empleandao ¢l método de las equipo-
lencias, otra sintética clemental, asi como deseavuclyve notables inves-
tigacioncs sintéticas y analiticas respecto al ¢irculo variable sujeto a
cortar continuamente a dos circulos dados, scgin anzulos izualmente
dados. Ea el segundo caso, de los circulos no concéntricos, demucstra
que: Lna seccion conica cualguiera  puede considerarse como a curvy re-
corrida por el cenlro o de un circudo (x) variable en magnitud, sujelo @ cor-
Lar constanlemente seoun dngulos dados c, i, dos circulos igualmente dados
(E), {l): 0 3 paswr por un punto dade C,, y dcortar, segun un dngulo dado
¢ un circulo tpualmente dado (I2).

Ademas de establecerse ¢n cstas interesantes investigaciones que
una seccion conica cualquiera {E} pucde considerarse come la curva
recorvida por cl punto de interseccion o de dos cuerdas ba’, y b’b”,
pertenccientes respectivamente a dos circulos dades (EY, (1), 4 los cua-
les cortan constantemente seotn angulos dados o, 1, de manera
que ¢l punto de interseccion considerado equidiste de los extremos b
v b’ de estas cuerdas, se resuclve el caso en que dos tangentes de dos
creulos (17 {17y s¢ muevan de manera que la suma algebrica de las
distancias = v 1« de los puntos de contacto & 105 de interseccion o de
¢stas tunguentes sea constante, gue engendran dos ¢inicas, 1o que le
conduce a consideraciones sobre fos circules envolventes, que llama
circudos focales O focos fmgenciales ¥ sus tangentes © y v 0 reclores tan-
genciales, & tambicn, cuando aguilios se reducen a puntos, los punios
Jocales O focos radianies v 1os vectores correspondicntes & vectores gira-
lorios & radianies, empleando un teenicismo especial en sus investiga-
ciones, como ¢l de canicas monacicloconfocales v monostigmoconfocales,
O que tieoen ¢l mismo circulo focal, cte., investigaciones basadas en
los resultados mas importantes acerca de estas teorias, obtenidos por
los geometras Poncelet, Clebsch, Hamilton, Grassmann, etc.; y entre
otros teabajos del Sr. Schiappa Moenteiro, publicados en ¢l jornal de
sclencias mathemalticas, citaremos por ultimo su original maoera de
proceder al dividir en partes jguales la distancia entre dos puntos de
la circunferencia, empleando of compas ordinario, métedo que, como
se sabe, sirvio @ Mascheroni para eseribir su célebre obra La geomelria
del compasso,

{1) Lasolucion dada por Bellavilie 2e encuentra en la Sxposition Jo lx méthede des dquipolicnca,
traducida al francés por M. C. A, Laisant, num. 58,
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Ademas de notables trabajos geomeétricos, el lector aficionado 4 las
investigaciones del Anadlisis, encuentra también asuntos nuevos y
variados.

El notable talento matematico Sr. Martins da Silva, alferez de ar-
tilleria, ha mostrado dcsde ¢l comienzo de su brillante carrera cienti-
fica, en numerosos trabajos, sus excepcionales aptitudes para esta
rama de la Matemitica, ya tratando de la transformacion de las fun-
ciones X, de Legendre en integral definida, ya ea la reduccion directa
de una clase de integrales definidas multiples, ya al dirigir sus inves-
tigaciones hacia la resolucion de las ecuaciones algébricas, obteniendo
una férmuola integral relativa 4 una de las raices imaginarias de estas
ecuaciones, seguida de la obtencidon de las demas; después Hega 4
nuevos resultados sobre los que obtuvo Jacobi acerca de fas sumas de
las potencias semcjontes de las raices, y respecto al logaritmo de la
rajiz imaginaria de una ecuacion algébrica; y por Ultima, su trabajo
sobre las tres relaciones diferenciales dadas por M Lipschitz en Ja
teoria de las funciones clipticas, sirven para mostrar ¢dmo ha contri-
buido el notable colaborador deb Jornal de sciencias mathematicas A {u-
vorecer el desenvolvimiento cientifico de su patria.

Tambi¢n el alferez de artilleria Sr. J. M. Rodriguez, se distinguc
por sus notables producciones acerca del Andlisis. Sus escritos sobre
el algoritmo de las fucuitades de Wronski, sobre las integrales cule-
rianas, y otros trabajos relativos d Ja expresion analitica deducida por
M. Bermite, de la seric de Lagrange, & la rotacion, ete.

Por dltimo. exige especial mencion ¢l activo director del perindico
Sr. Gomes Teixeira, conocido ya ¢n numerosas revistas cientificas por
la variedad de sus originales trabajos, bastandonos citar su método
Para la integracion de las ecuaciones de derivadas parciales lincales
de segundo orden, que le sirve de base para sus ulteriores investiga-
ciones; sus aplicacioncs de una formula que da las derivadas de orden
Cualquiera de las funciones de funcionces, aparte de otras publicadas
en el Giornale di Malemaliche, de Battaglini; su cscrito dirigido a
M. Lerch sobre la reduccion de las integrales hiperclipticas; sus tra-
bajos de divulgacion ¢ de indole didactica respecto al cilenlo, a las
funciones y a las teorias de las cantidades imaginarias, de que ha dado
mas tarde una muy notable muestra con la publicacion en 1890 de su
«Curso de Analyse infinitesimals, donde se admira, ademas del méto-
do, la feliz agrupacion de los conceptos mas modernos ¢on que se ha
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enriquecido el Analisis en estos uitimos afios. Y para terminar, mani-
festaremos que la colaboracidn de cscritores tan conocidos como
M. Maurice d‘Ocagne, que se distingue por sus trabajos geométricos;
M. de Lerch (de Praga), que ha modificade la tercera demostracion
dada por Gauss de la ley de reciprocidad de Legendre, y el Dr. Le Pai-
ge, de la Universidad de Liega, que ha desenvuelto las homografias ¢
involuciones de 4rdenes superiores en las paginas del Jornal de scien-
cfas mathemalicas, expresan sulicientemente como contribuyen al pro-
greso matemadtico nuestros ilustrados vecinos de Portugal, y como
concurren a esta obra general que en el concierto cientifico prosiguen
las naciones mas cultas,
Zoer G. pE GaLDEANO,

— e S My~

LAS EQUIVALENCIAS ¥ SUSTITUCIONES EN LOS TEGREMAS ¥ EM LS PROBLEMAS GEOMETRICOS

{CONTINUALLION ¢

Existiende cierta vaguedad en ol metodo de invencian, cuvns exitos
dependen con frecuencia del talento individual empenado en deseu-
brir nuevas verdades & relaciones geamctricass influvendo principal-
mente en tales Cxitos fa oportunidad de los medios clegidos parca lle-
gar a un fin determinado O la sugestion de alguna idea feliz, claro cs
que la ciencia habia de prevenir estas deficiencias v buscar ¢l modo
de suplirlas; y ciertamente que los gednictras antiguos trabajaron en
este sentido, como lo manthicstan la coleccian de tos lkemas de Pappus
y la obra de los porismas de Fuclides, gque =1 ne ha Hegado hasta los
tiecmpos modernos, al menos doja vislumbrarse a traves de la adivina-
cion de lus mismios Hevada a cabo por el genmetra Chasles,

Seguramente que los clementos de Euclides no bastaban para sa-
tisfacer las exigencias de los gedmetras que debian cncontrarse a cada
paso ¢on nuevas dificultades ¢n sus investigaciones, cuando éstas los
llevaban & cuestiones complejas, ¥ cra precisa la existencia de obras
complementarias que proveyeran a as necesidades de los investiga-
dores; ¥ csto venia & ser ¢l tratado de los porismas de Euclides, que
segun Pappus, ¢ra una coleccion de proposiciones de una concepeidn
ingeniosa, de Otil auxilio para Ja resolucién de las mas dificiles pro-
blemas, ¢ indispensable para los que descen dedicarse a las investiga-
ciones matematicas. Los porismas contenian, segin alirma el gedhme-
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tra alejandrino, una doctrina sutil, pero natural y neccesaria, y sobre
todo un estudio muy agradable para los que saben ver y encontrar.

Después de haberse determinado la recta y el circulo con auxilio
de los principios generales de la ciencia, seglin sus propiedades mis
simples, se llega al caso de obtenerse vstos mismos elementos geome-
tricos como resultados de combinaciones mids & menos complicadas
de figuras. En c¢stas combinaciones cierto niimero de clementos queda
al arbitrio del gedmetra, que en los probiemas constituyen los datos y
en los teoremas las hipotesis; los efementos restantes son los resulta-
dos del problema 6 la tesis del teorema. £n esta coexistencia de rela-
ciones cabe el hacer pasar las unas de {a hipotesis 4 la tesis, 6 de los
datos al vesultado, y de aqui surgen lus variantes indefinidas que ofre-
cen las cuestiones.

Asi, refiritndonos & la obra de los porismas, vemos que éstos se
hallaban clasificados segun las cosas buscadas, que caracterizan los
géneros,

Por ejemplo, que fal punto se fuxlla situxdo sobre una recta dada en po-
sicién, que tal recla past por un funfo dado, que tal recta estd dada en po-
sicion, cte., son las conclusiones caracteristicas de otros tantos génes
ros de porismas.

No habiendo Hegado la geometria de los gricgns af grado de gene-
ralizacion que tiene en fa épuca actual, Ias proposiciones empleadas
por ¢éstos debian ser muy numerosas, reliricndose varias de ellas a una
misma cuestion, de la cual fueran casos particulares, ¢como observo
Chasles, y como se observa al comparvas nuestras teoctas de a relacion
anarmanica, de las serics homogralicas, de lIa involucion, etc., con las
proposiciones que nos ha trasmitido "appus.

fig, L.»

fig. B lig, d.o

Asl, por cjemptlo, los porismas 1, ui, 1X. {figs. 1.4, 2. y 3.7) corres-
ponden 4 la doterminacion de la recta Sm pertencciente al cuadrila-
tero Sabm, cuando sc dan la recta ab, que gira airededor dc.l puntopy
los demas clementos de la figura supucstos {ijos.
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Nada menos que diez porismas nccesitd Fuclides para esta deter-
minacion de la recta, que seglin manifiesta Chasles s¢ hallan conteni-
dos en este solo enunciado: Dadas cualro reclas que se corlan dos d dos,
si se dan lres de los puntos de inlerseccion situados en una de elias, 6 sola-
menle dos, enel caso del paralelismo (cs deeir, si permanecen fijos), ¥ de
los olros tres dos se sujetan 3 hallarse en una recla dada, el tercero se hallard
situado lambién en tna recta dada en posiciun.

Consideremos ahora los dos porismas xt y xit, correspondientes al

. . L. Am
género caracterizado por la relacion =k

En ¢l porisma x1 dos rectas giran alrededor de los puntos Py Q,
teniendo su punto de interseccion M (fig. 5.4} en una recta fija LM, y
se establece la posibilidad de hallar una recta A’X. v en ésta un punto
A’ tal, que ¢l segmento Am determinado en vna recta fija Am dada, y
acontarde un punto A hjoen é<ta se halle con A'm’ ¢n una razon dada.

El porisma xu lig. 4.*) es una variante del
anterior. que resulta de suponerse el punto P
en ¢ infinito segun las idcas modernas; por
esto en la hipotesis se considera la oblicua
Mm formand: un angulo dado con la LM (lo

fig- B¢ quc equivale & decir que ¢s paralela en todas

sus posiciones sucesivas). Y de igual manera que, por cjemplo, en la
geometria elemental ¢l teorema: Si dos rectas forman con olra dngulos
alternos infernos iguales, son paralelas, se demuestra fundandose en el
.caso expresado por cl siguicnte: Los perpendiculares 1 una recta son pa-
ralelas, para cstablecer dichos porismas, es preciso hacer depender fa
posicion variable de las rectas de la posicion particular PeQ) (lig. 5.7

O AaQ i gy drque sz pact: en el razonamicnto,
Para establecer ¢l pocisma X1 esta posicion permite aplicar los le-
mas try X (1}, '

(Se confimpard ).

{1y Les trois livres dz porismes, —Chasles, (pags. 154 v 1150
Los lemas HT, X, XL XIV, X¥I ¥ XIX, establecen laiguatdad de las relacinnes anarmdénicas
que cuatro rectas trazadas desde un punto determinan en dos tramsveesales. El lema I ex-
presa el caso general, el X1 ¢l en que una de las transversales ¢s paralels d una de dichas
rectas,
Estas consideraciones s¢ hallan indicadas ¢n nuestra Geomctria elemenial,
il

Zaragoza.—Establecimiento tipograficy de Julidn Sanz,



