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DIAGRAMAS MNEMONICOS DE TRIGONOMETRIA
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(Continuacion. Véase pag. 105)

Pueden asimismo resolverse los tridngulos esféricos rec-
lingulos mediante el g

Diagrama 14
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Aplicando las reglas establecidas pava el diagrama 42,
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lIgualmente pueden resolverse los tridngulos esféricos
rectingnlos mediante el
. ‘. 4
Diagrama 15 : RO |
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TEORIA SUCINTA DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 2

(Continuacion. Véase pig. 108!
I

IV. Aplicaciones

19 Resolucion de la ecuacion de lercer grado. La ecuacidn
SRz i =10;
tiene por rajces, como es sabido, =
5= A -+ B,
A o B A B
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MOVIMIENTO ARMONICO

s

(Continuacion. Véase pig, 119.)

5. Estudiemos ahora la composicion de dos movimientos
armonicos sencillos, en la misma recta realizados. Basta para
ello el método geométrico, con tal que los periodos de ambos
sean iguales, aunque dificran mucho sus amplitudes y fases.
Pues si supanemos, (figura 3), que PQ wire en torno de P en
el mismo plano en que OP gire en torno de O, y que las ve-
locidades de ambos movimienlos sean iguales, el dngulo OPQ

Q

4\

0" R JA

Fig. 3
» subsislira perdurable, y por lanto el tridngulo OPQ perma-
~ necerd conslante en forma y tamaiio, al girar en lorno de O.
Luego alvededor de este punto deseribird Q una circunferen-
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Facilmente se ve, prolongando QP hasta R, donde encuen- )
tra OA, que la fase QOA del movimiento arménico sencillo.
resullante tiene un valor intermedio entre los de las fases POA
y QRA de los movimientos componentes. Excede 4 la una en
el dngulo O del tridingulo OPQ y es inferior 4 la otra en el 4n-
gulo Q del mismo; y como los senos de estos dngulos son en-
tre si como las amplitudes QP y PO, se infiere que cuando
estas ampliludes no sean iguales, la fase del movimiento re-
sultante poseerd valor mds proximo al de la fase del movi-
miento componente de mayor amplitud.
Analiticamente el movimiento resultante estard expresado
por la ecnacion

@=a cos (0t +c)+a' cos (vt + ¢

=(acose+ a’ cosz’)cos wt — (asen s -+ a’ sen g’) sen wf, _

2 G bien e e
2=P cos (0t + Q), PATTE s

escribiendo

PcosQ=acosc+a'coser ,

PsenQ—aseue-l-a RN B

De eslas dos ecuaciones se infiere que luamphlaudr-dal mo‘ U
wmxento resultanle serd . i 5 M Rl




~con lal que la época de uno de ellos aumentara constante—
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se infiere que la época del movimiento resultante estard dada

por la relacion
asenc+a'sens’
finQ=—"
@ CoS € + @' cos e
cuyo valor se ve claramente que es intermedio enlre los de
tan & y lan &', cuando los dngulos € y &’ son ambos posilivos é
7 . DR
inferiores 4 7 7.
Si los periodos de los movimienlos componentes no fueran
jzuales, bastaria un leve artificio para aplicar el mismo mélo-
do de composicion. Pues se tendria

&= acos (0t -+ g+ a cos(w' -+ g
=acos (0t +2) +a'cos (0t + & (v —w) k)

por donde se ve que los anledichos valores de Py Q aun
cumplirian las condiciones expresadas si en vez de &' se es-

cribiera & + (@' — ) . Luego podrian considerarse los dos

movimientos componentes como si fuesen de igual periodo,

nte con una velocidad angular igual & la diferencia de las
_ des ann'ulares en las cwcunferenmas de los dos movx~

LU S RS VTV
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rior 6 inferior. Pero el efecto del sol se une al de Ja luna, y
Ja marea es el movimienlo resultante de los que se produci-
rian por separado. Por esto, cuando ambos cuerpos eslin en
conjuncion ¢ en oposicién. es decir, en la luna nueva y en la

llena, el creciente tolal de la marea es la suma de los crecien- B
tes de la marea lunar y de la solar; y asi se forma la marea A
mixima ¢ marea de las zizigias. Mas cuando la luna esli en o

cuadratura, el creciente de la marea es el exceso de la marea
lunar sobre la solar, pues es hajamar por efecto del sol, cuan- i
do es pleamar por efecto de la luna. En las posiciones inter-
medias el efecto queda comprendido entre esos limites, pero
el crecienle de la marea debida & las dos causas se acerea mis
dla cumbre de la marea lunar que 4 la cumbre de la marea
solar. El creciente de la marea, en el primer cuarto de la luna
Yy en el tercero, es anlerior & la pleamar debida sélo 4 la Juna.
mientras que en el sezundo y tiltimo cuarto es posterior. Asi
se produce lo que se llama adelanto 6 retraso de las mareas, y
como se ve es esto una consecuencia de la construccién arri-
ba senalada. Si la marea lunar y la solar fueran de igual am-
plitud, las mareas de las zizigias aleanzarian doble altura que "
cada una de aquellas por separado, y no habria marea en el
momento de la marea de la cuadratura,

Hémonos detenido en el examen de este caso especial &
fin de que se entienda mejor el método general que describia-
mos para combinar movimientos arménicos sencillos cuyos pe-
riodos difieren poco. : _ e

- 8. Lo dicho de las ondas de las mareas es aplicable 4 to-
das las ondas en las cuales las agitaciones 6 disturbios parti-
culares debidos d cada causa s i
de todas ellas reunidas

los efectos separados

~encuentran dos se
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plitud es la diferencia de las olras, de suerte que en este ul-
timo caso quedard en ese momento el agua en sosiego, silas
amplitudes componentes son iguales. Gomo consecuencia de
mares eruzados se explica que durante una tempestad una por-
cion del mar esté casi tranquila por breve liempo, y se en-
crespe de pronto con grande violencia.

9. Sien vez deestudiar el avance sucesivo de una parle
de la seccion de la superficie ondeada, examinamos la figura
instanténea de toda la seccion, nos explicaremos un fendme-
no sorprendente que muy i menudo acontece en las costas en
declive. Notase en ellas muchas veces que cada novena ¢ dé-
cima onda, 6 cosa asi, aleanza mayor altura que las ondas
inmediatas que preceden 6 siguen. Proviene esto de la super-
posicion de dos 6 mds series de ondas tales que la distancia
de cumbre i cumbre en cada serie es distinta que en las otras
series, por lo cual, de la combinacién de ellas resultan, si se
representan grilicamente como se indico en el parrafo 4, fe-
némenos parecidos d los de las mareas de las zzigias y cua~
draturas, y al retraso y adelanto de lasg diversas mareas.

- Muéstrase en la figura 4 parte de lo que acaece cuando las
“amplitudes de las ondas de dos series son iguales y las longi-
tudes de las mismas ondas estin en la razon de 15 & 17. No
dista mucho de este resultado el que se tiene cuando las lon-
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determinando P y  por las relaciones

P cos Q = X (a cos g), PsenQ =X (asen 2).

Si los periodos de los movimientos componentes no fueran
iguales, ni aun prdzimamente iguales, el andlisis matemailico
no daria resultados sencillos sino en casos especiales. Pero
no hay que preocuparse mucho por ello, pues pueden apli-
carse métodos grificos que en la mayoria de los problemas
pricticos ofrecen suliciente exaclitud.

11. Tralemos ahora de la composicion de movimientos
armonicos sencillos realizados en rectas perpendiculares, con-
cretindonos al caso en que sus periodos sean iguales. Como
en tal supuesto, en cada uno de los movimienlos componen-
tes en las dos reclas indicadas, la aceleracion estard con el
desvio en igual relacidn, el movimiento resullante, en virtud
del teorema general senlado en el pirrafo primero, serd elip-
lico, y en ¢l se describirdn dreas iguales en torno del centro.

Para estudiar el problema, subongamo‘s por de pronto que

las amplitudes sean también iguales. Representadaspor OA y
OB, (figura 5), las dos reclas perpendiculares en qge‘-_llo;s:\mévfz"

C
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peclivas de esos dos, es claro que EOF excederd en un dn-
aulo reclo la diferencia entre las fases de dichos movimientos
componentes segiin OB y OA. Ademis, si Py Q representan
las posiciones correlativas en la circunferencia comtin al cabo
del tiempo ¢, serd el arco FQ = arco EP; y si se traza PM
perpendicular & OA, y QN perpendicular @ OB, el punto de
interseccion S serd la posicion correspondiente en el movi-
miento resultante, al cabo de ese tiempo . Por lo demostrado
anteriormente, el lugar geomélrico de S serd una elipse ins—
cripla en el ecuadrado CDG'D’.

" (luando ¢l dngulo EOF sea reclo, es decir. cuando las
fases sean iguales, la elipse se convertird en la diagonal CC!
del cuadrado antedicho, tangente & la circunferencia, en los
extremos de los didimetros AA’ y BB'. Cuando EOL valga tres
dngulos rectos, la elipse se convertird en la olra diagonal DD".
Y cuando EOF valza dos reclos 6 cuatro, es decir, cuando el
movimienlo componente segiin OB esté adelantado, vespecto

del realizado segiin OA, en una cuarta parle ¢ en fres cuar-
tas partes del periodo comtin, la elipse se converlird en la cir-
cunferencia ABA'B’. En cuanto al sentido en que el movi-
‘miento resultante se produce, hasla reparar coémo gira OS.
- Mientras P esli cerca de A, la recla MS casi comcnde con la
, ¥ en lanto que () permanece en la semicircunferencia
BA'BY, el punto N se mueve en el sentido BB’ y el dngulo

engua. Lue,,o, si la época del movnmxenlo se,,un OB no. s

X
-
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armonicos sencillos de igual periodo realizados en esag ditec~ :
ciones dardn : =

@ = a cos (0t + 2), Y = a'cos (wt + &),
¥ eliminando ¢ entre ambas ecuaciones, resulta
:;—3—2 :—{:;cos (" —&)+ £ = sen?(c'—¢e),
que es la ecnacion de una elipse. :
Conviérlese esta figura en una circunferencia. solamente
cuando se cumplen estas condiciones:
a=a’, cos (8! —g) =0, ;
eslo es. cuando las amplitudes son iguales y las fases dilie—
ren en un niimero impar de dngulos reclos. Conviérlese en la

recla
= x 1 .
> - — -/; =0, cuando g —e=0, . -
a a i < e

~ Yenlarecla T

S =) cuando gi—e =i b e
B : s fal e * Pl

Llamando 6 el dngulo SOA., se liene N
y @ cos(wt + 2 : A

@ cos (wt + ¢)
G con olra forma ] gl i 4
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CURIOSIDADES

Numeracion egipeia. Extendian los anliguos egipcios su
escrilura geroglifica 4 la expresion de niuneros por medio de
signos representalivos de las unidades de los diversos érdenes.
Indicaban la unidad simple con una raya vertical, la decena
con un arco casi cerrado que formaba una cireunferencia en-
treabierla, 1a centena con el dibujo de una hoja de palmera, arro-
llada, el millar con el dibujo de una flor de lolo, y la decena
de millar con un dibujo que represenlaba un dedo dublado.
=4 El nitmero compuesto de varias unidades de diversos érdenes,
= lo indicaban repitiendo cada signo respeclivo lanlas veces
' como unidades de las representadas por él habia en dicho nii—
I mero. Era esle sistema de una sencillez primitiva y es natu-
ral que precediera @ los demis. Con él, como advierte Hum-
boldt, no se leian las unidades sino que se contaban,

Mas este sistema de repeticion de unidades, que imilaron
los romanos, simplificindolo con la adopcion de signos para
colecciones intermedias de unidades, como cinco, cincuenta y
ol .quiriientos, si no ofrecia grande inconveniente en las inscrip-
~ ciones, no podia servir para cileulos ripidos, pues para ello
e requieren signos que representen los nueve primeros nii-
- meros, aparle de los que indiquen las unidades de diversos

ene& Ofvecen una especie de. Lransicion de uno & otro sis-
s signos empleados en el lipo de escritura 1lamado
levi, que usaron Ios persas, y que pot sus: carac-
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presarse, otros pueblos daban & las lelras de su alfabelo va-
lor numérico que dependia del lugar que en dicho alfabeto
ocupaban. Esto hacian los hebreos y lo mismo praclicaban
los fenicios, cuya lengna estd comprendida en la llamada rama
hebrea de las lenguas semilicas. Compénese el alfabeto hebreo
de veintidos letras, todas consonantes, porque la escritura he-
brea, en un principio, fué silibica como la de los fenicios;
pero cinco de esas letras poseen en fin de diccion figura algo
dislinta de la que les corresponde al principio ¢ en medio
Hay, pues, veintisiete signos diferentes, De éstos los de las
nueve primeras letras designaban unidades simples; los de
las nueve lelras siguientes senalaban decenas; y para expresar
centenas, empleabanse los signos de las cuatro Gllimas lelras
y las figuras finales de las cinco letras que las admitian. En
el siguiente cuadro van los signos respectivos con sus nom-
bres alfabéticos, el sonide equivalente en castellano y el valor
numérico que les correspondia (1.

Alef I
Bet bh,v
Gruimel

Dilet
}_Ie
Yau
Ziyin
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3 Nun n 50
(o) Simek S 60

k- Y Hayin h 70
P Pe p, £ 80

S Tside s 90

P Qof k, q 100

9 Res r 200

115) Sin S. s 300

n Tau t, t 400

| Kaf final k 500

a Mem final m 600

1 Nun final n 700

A Pe final p, f 800

b Tsdde final s 900

Los millares, decenas de millar y centenas de millar se
indicaban con los mismos caracteres que las unidades, dece-
nas y cenlenas simples, poniendo encima dos puntos 6 dos
> 'ayltas.
~ Cuando un nimero requeria varias letras, se empezaba
~ por las de unidades superiores, de derecha i izquierda, que,
‘es sabido, es también el modo de escribir y leer en he-
Pero el nimero 15 se ‘componia con los sig-

yﬂel 6. y no con los del 10 y del 5, para mo em- .
de las letras yod y he sino para nombrar &

gL
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ron hebreos y fenicios, fundado en el valor numérico atribuido
d las letras del alfabeto. Hallase este tercer sistema en la
China, en el Japin y en esa parte de la India meridional—que
se extiende por la costa de Coromandel desde algunas millas
al norte de la ciudad de Madris hasta el cabo Comorin, com-
prendiendo también la porcién septentrional de la isla de Cei-
lin—donde se habla el tamul, 6 tamil como escriben los ingle-
ses, lengua no derivada del sanscrito y reputada por madre
de las indigenas que los filslogos modernos dicen dravirianas
6 dravidianas.

Este sistema, que puede llamarse de coeficienles, adopla
dos clases de signos: unos para los términos de la progresion
décupla, & partir de 1, y otros para los nueve primeros nt-
meros que sirven de coeficientes, los cuales escriben los chi-
nos y japoneses encima 6 debajo de los otros, mientras que
el pueble tamul los escribe 4 la izquierda. Por ejemplo, si
los signos de la primera clase fueran las cifras romanas co-

rrespondientes y los signos de la segunda nuesiras cifras

usuales, los chinos y japoneses escribirfan el nimero 3852 del
primero de los dos modos siguientes y los tamules del segundo:

8 8 5. 92 MG T T
N, C X 1 8M,8C,5X,2T;

por donde se ve que el sislema de coeficientes es fiel (raduc-
cion de la numeracion hablada, pues enunciado el antedicho ;
nimero equivale & decir tres veces mil, mas ocho veces cienlo,
mas cinco veces diez, mas dos veces uno, 6 bien, valiéndose de

los signos usuales de adicién y multiplicacion:
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SOLUGIONES DE CUBSTIONES PROPUESTAS

CUESTION 12

MPres trozos de hielo son tales, que el volumen del pri-

HaCe i AlS L -, )

1 16
mero excede en = al del segundo; éste es los-oqdel volumen

del tercero; y la diferencia de los del primero y tercero-es
de 1,005093 m?. — ;Cudntos litros de agua dard la fusion de

‘ ) 1
Jos tres trozos, sabiendo que el agua aumenta = de su yvolu-

men al pasar del estado liquido al sélido? 3

SOLUCION

Sean , y, # los voltimenes de los tres trozos de hielo, pri-
mero, segnndo y tercero. Segtn el enunciado del problema,
serd ‘

e AR, 16 .
.w=(1+.§. i y=é—'_‘;z, 7z — x = 1-005093; \

| =

8 8 o
- C— ;w’ 3 - 0= 1‘005093;

@ = 2010186




