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—QCuestiones propuestas.

DIAGRAMAS MNEMONICOS DE TRIGONOMETRIA

~ Para resolver los triéﬁ_ghl‘é‘\s rectilineos rectingulos, en
dos los casos que pueden ocurrir, proponemos el

Diagrama 5.°
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mismo. De 6l se derivan las relaciones que ligan ftres & tres
los elementos del tridngulo, mediante las reclas siguientes:
Un elemento extremo del diagrama es igual al cociente de los
dos que le son conseculivos en, su recta.
Un elemento intermedio es igual al produclo de los dos que le

son adyacenles en su recta.
L cundrado del elemenlo inferior del (ridngulo es iqual d la

suma de los cuadrados de los dos elemenlos superiores.

EL cuadrado de uno de los elemenlos superiores es iqual @ la
diferencia de cuadrados del elemento inferior y del superior adya:

cente al primero. .
Aplicando estas reglas, Y haciendo uso de las leyes de re-
ciprocidad para dar forma enlera i los resultados de forma

trigonomélrica fraccionaria, obtendremos:
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También pueden resolverse los tridngulos rectilineos rec-
tingulos mediante el

Diagrama 6,0 »

esnC

ctgC \ -

: formado con los contimeros trigonométricos de ‘los dngulos
- agudos B, C del tridngulo, y con los elementos lineales a, b,c
| del mismo. RE

Aplicando las reglas establecidas para el diagrama
obtendremos: !
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A Pueden asimismo resolverse los tridngulos rectilineos rec-

o tingulos mediante el

.-\: /

Diagrama 7.°
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Igualmente pueden resolverse los (ridngulos rectilineos
rectingulos mediante el

Diagrama 8°

esnC A
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C, con los nameros del mnsmo, y con los elemenio
@, b, e del triangulo.

Aplicando las mnamas re,,las que en‘.
‘ohlendremos:
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TEOR[A SUCINTA DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

(Conlinuacion. Véase pag. 34)

Dividiendo la primera de eslas relaciones por la tercera,
se halla
Shom + Sh n

1
Gl LilCER Th % (m —+ n).

8. [Expresion de las funciones hiperbilicas por medio de las
[funciones circulares. Pongamos

” Ch ¢ cos =1, (1)

siendo f un dngulo comprendido entre — 90° y + 90° y del
mismo signo que . ‘Este angulo, lamado amplitud hiperbdlica
 det,se representa abreviadamente por la notacién Amh ¢.
Dediicese ficilmente de (1)
2 Oht = sec (), Séch,t = cos (), !
Sh t = tang 0, - Cosech ¢ = cot (, (2)
T : 2 ~ Cot ¢t = cosec (), \
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9. Tubla de f[unciones hiperbdlicas. Pava transformar en
tabla de funciones hiperbolicas una tabla de funciones circu—
lares, basta anadir & ésla una columna que contenga los va-
lores de ¢ correspondientes 4 los diversos valores de fl desde
0 & 90°, Asi es como ha procedido Hoiiel en sus Tablas
con 4 decimales, que ocupan diez paginas de su Recueil de
Formules et de Tables numériques (Pavis, Gauthier-Villars, 1866;
3ue édition, 1884). Da en seis columnas los valores de

sen fj, cosec f), tan f,- cot @, secf, cos (),

para cada milésimo del cuadrante. Al lado de los vulores
de 0 estin inscritos los valores correspondientes de f. Por

tanto las seis columnas dan también, para estos valores de ¢,
los valores de

The, Coth# Sh¢ Cosecht, Ch¢, Sech £,

Otras diez piginas, fronteras a las primeras, hacen cono-
cer Ios lo«ramlmos de los numeros contemdos en lassex [

Iouantmos vulgares 6 lovantmos de Bm d_ lrel'le .(‘]lle

- Enel caso de ser ¢
suleular el loge

~
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TABLA DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS Y CIRCULARES

Thi | Colhli Sh ¢
sen f) luosec(/ tang 0

0,0000 'l
0,0175
0,0349 |
0,0524
0,0699
0,0874
0,1049
0,1295
0,140
0,577
0,1754
0,1932
0,210
0,2289
0,2468
0,2648
0,2830
0,3012
0,3195

0,3379 |

0,3564
0,8750
0,3938

227

10,0523
10,0698 | 14,3356 0,0699

0,0000] o | 0,0000
0,017557,2087| 0,0175
0,0349 28,0537; 0,0349
0,052

0,0872 [ 11,4737/ 0,0875
|

0,105 95668 0,1051

04219 8,20550,1228

°(0,4392| 7,1853| 0,1405

0,1564| 6,3925| 0,1584

»10,4736| 5,7588/0,1763
°|0,1908| 5,2408| 0,194

0,2079| 4,8097| 0,2126

20,2250 4,4455 | 0,2309

02#19| 4,1336| 0,2463

5°|0,2588 | 3,8637| 0,2679

0,2756| 3,6280| 0,2867

20,2924 3,4203| 0,3057

0,3090| 32361 0,3249
0,3256| 3,0716, 03443
0,420 9,9258 03640
0,3584( 2,7904| 0,3839
0,3746| 2,6695 0,4050

cas 0 | sec 0 | cot
Secht| Ch ¢ |Cosech!

[ w g | ’
‘(_.uscchl{ Ch ¢ | Sech ¢ |

cot f§ | sec fl | cos @ | b2

% 11,0000 1,0000 90"
57,2000/ 1,0002 | 0,9998 | 89° | 4,7413
98,6363 1,006 0,0994 | $8° | 4,0481
19,0811 |1,001 4 0,0986 | 87° |3,6425
14,3007 | 1,0024 | 0,9976 | 86° | 3,3548
11,4301 11,0038 | 0,0962 | 85°3,1313

9,5144|1,0055 | 0,9945 | 84°[2,9187
8,1443|1,0075 0,925 | 83° (2,942
74154 ;' 1,0098 0,41903 | 82: | 2,6603
.
| &5

8

| 10424

bswauom 0,9877 | 81°|2
5,6713(1,0154 | 0,9848 | 80° | 2,4362
5,1446 1 ('HST'OQQIG 79" 2,3404
HO’LGIIO.".’J‘O‘l/SI S"’“"’.)"S
43310{10%3 09;“! 12,1721
4,0108{1,0306 | 0,9703 | 76° | 2,0973
3,76?1'1,0303‘0,9609 75° | 2,0275
3,48741,0403 | 0,9613 | T4o | 1,9622
3,9709‘ 1,0457 0,9563 | 73° | 1,9008
3,0777|1,0515| 0,051 | 72° | 1,8427
2,9042[1,0576|0,9455 | 71°| 1,7877
2,7875]1,0042 | 0,9307 | 70" 1,735
2,6051 1,071 | 0,9336 | 69° 1,6856
92,4751 11,0785 | 0,9272 | 68" 1,6379
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sen f)

Colhtl Sht [Cosecht| Che | Secht
cosec () l"mgof cotf) | secf) | cosf

|
26593 | 0,i245 | 2,3550 | 1,0864 0,9205 67+ | 1,5023

04317 24° 0,4067| 2,458 | 0,4452 | 2,2460 | 1,0946{0,9135 66° | 1 5485
04609 250,426 23662 | 04663 | 21445 | 1,103 | 0,9063 | 65° 1,5065
04702 26° 04384 22812 | 0,487 | 2,0503 | 1,1126 0,808 | 64° 1,4650
0,i897 27° 04540 2,2027 | 0,5095 | 1,0626 | 1,123 0,8910 | 63° 1,3908
0,509.;!93*"0,4695 2,1301 | 0,317 | 1,8807 | 1,126 0,8830 | 62* | 1,3890
0,523 20° 0,184 2,0627 | 0,5543 | 4,800 | 1,134 0,8746 | 61° | 4,354
05893 90°|0,5000| 2,0000 | 05774 | 1,7321 | 1,4547 | 0,860 60° | 1,3170
0,769 31°|0,5150| 1,416 | 0,6009 | 1,643 | 1,1666|0,8572 | 50° | 1,2896
05900, 32°|0,5209 | 1,871 | 0,6269 | 1,6003 | 1.1702 |0,8480 | 58° 1,248
0,6107 33" 0,5446| 18361 | 0,649% | 1,539 | 1,0924 | 0,8387 57 | 1,2167
0,6327 317 0,502 17883 | 06745 | 1,826 | 1,2062 0,8290 560 1,4851
0,6398 35 0.5736| 1,745 | 0,7002  1,4281  1,2208|0,8192 55 | 1,1542
0,6743 |36 0,5878| 1,7013 | 0,7265 | 1.3764 | 1,2361 0,8090 | 54° »1;-12,52
o960 37°|0,6018) 1,6616 | 0,756 | 18270 | 1,2521 0,786 53+ | 1, 0048]
oo 38 0,6157] 16268 | 0,713 | 1,279 |1,2690 07880 | 50¢ | 1.0668] ¥
-P, 07403 | 39" 06203 1,890 | 0,8008 | 12349 | 1,2868| 07771 51|, 001]

07620 40' 06428/ 1,5557 | 0,8301 | 1,1918 0,7660 50 11,0107
;7859 170,661 | 1,5243 | 0,8693 | 1,104 | 1,3950 0,75+ '
08092 42" 0,6601 | 1,4945 | 0,9006 | 1,106 | 1,3856
28 43" 0,6820| 1,463 10728 1,3
10,6047| 1,4396 | 6,9657 | 10355 | 1,3002
7071 | 1,4142 | 10 01,11

| |
0,127 i 93°(0,3907
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- 16. Funciones hiperbolicas inversas. Sean
@#=0Cht, §=9Sht,« e=Tht
b L Expresemos [ por medio de z, de y 6 de z. Se tiene
NI

2+ y = e, wd— gt =1 )

de donde, eliminando y,

Y-y -1

‘$|/w2—1

c'=w:‘:‘/wﬂ_1=

es decir

. i~ > T 1 S
S Tl b = 3
. ) a*—1

Luego, si I designa un logaritmo neperiano,
t=l@= )/ a8 —1)==1(@+ )/ a* —1).
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VIBRACIONES Y ONDAS SONORAS @

POR_

2V b

David Thomson

Presupone todo sonido que lanto en el cuerpo sonoro
como en el aire, 6 medio de transmision, y en el propio
drgano del oido, haya un movimiento vibratorio de particulas;
y siendo asi. & las leyes de tal movimiento debe recurrirse
para sentar los principios de la Actstica, i

Es el péndulo el ejemplo mis familiar de vibraciones que
puede citarse, Reducido este instrumento & su mayor senci
llez, es una esferila pesada unida & un hilo fino pendient
la otra punta que estd fija. Solo en una posicién la e
queda reposada, y ¢sto es cuando el hilo es vertical
impulso, porque entonces se equilibran Jas dos f
sobre la esferita actiian, 4 saber, la tension del h
vedad ¢ fuerza atracuva de la tierra,




: ‘lhsx"resistencias referidas, y anuléndose al cabo, la esferita

L Foe—

Mas llévese ésta desde A hasta P, manieniendo tiranfe el
hilo, y déjesela enfonces. No opuesta ahora la tensién del
hilo directamente & la direccién de la gravedad g, se moverd
la esferita describiendo el arco circular PA de radio igual 4 I,
con creciente velocidad, conforme se vaya acercando al punto
A, adonde llegarda con la mixima. En virtud de la velocidad
adquirida, la esferifa seguira avanzando de A hacia Q; pero
como ahora la gravedad tiende & dirigirla hacia A, el movi-
miento serd retardado, la velocidad disminuird de continuo y
finalmente quedard anulada en el punto Q que debiera estar
de A & igual distancia que Pj; pero que estard & menor dis-
tancia 4 causa del rozamiento, la resistencia del aire. etc.
Desde () volvera con movimienfo acelerado hacia A, adonde
llegard con la maxima velocidad en sentido opuesto al de
antes, esto es. de izquierda & derecha: desde A, por la velo-
cidad adquirida, se encaminara hacia P; y después. descen-
diendo ofra vez, se vreproducirdn los movimientos antedichos.
Asi, pues, la esferita oscilard, yendo y viniendo 4 cada lado
de A: mas la amplitud de vibracién 6 distancia angular entre
las dos posiciones extremas menguard poco  poco & causa de
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mamente pequenas, el péndulo es iséerono, lo cual quiere
decir que un péndulo de longitud dada ! invierte el mismo
tiempo en pasar de una & otra posicion extrema, cualquiera
que sea la amplitud de vibracion.

Asi, pues, sea cual fuere la indole de las fuerzas que so-
liciten una particula, si la resultante de ellas se dirize siem—
pre & un punto fijo A y es proporcional & la distancia & que
de este punto se halle la” particula, oscilard ésla yendo y
viniendo & ambos lados de dicho puntlo A en tiempos iguales,
pues no dependerin de la amplitud de tales vibraciones, si
son éstas sumamente pequenas.

No hay en el citado ejemplo mis que una particula ais—
lada puesta en vibracion por fuerzas exteriores; pero lo
expuesto puede repetirse cuando se rate, como en Actslica,
del movimiento vibratorio de particulas que formen un sis-
tema 6 conjunto enlazado, donde las fuerzas, que produzcan
tal moyimiento, nazcan de las acciones mufuas de dichas par-
ticulas. Hillanse esas fuerzas enlre si equilibradas cuando
ocupan los puntos materiales ciertas posiciones relalivas;
pero si una nueva fuerza perfurba por breve tiempo uno 6
varios de ellos, produciendo su mutua aproximacién 6 sepa-

racion; en cuanlo cese tal fuerza, las particulas movidas ten-

derin en seguida, si el cuerpo es eldslico. & recobrar las posi-

ciones ue tenfan cuando estaban sosegadas; y de aqui nacerd
en cada una, en torno de su punto respectivo de equilibrio,
como en el caso del péndulo un movxmlento vxbralorm que/ en
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medio elistico, se (ransmile sucesivamente @ las restanles del
mismo medio haciéndolas & su vez entrar en vibracion?

Imaginese una linea de tales particulas

Yy @ a a ay becdefghilklmnop

enlre si equidistanles, y supongase que una de ellas a, pov
cualquier medio, sea llevada @ ;. Por lo antedicho, esta par-
licula ird de @, 4 e, y volverd de aqui & alli. invirtiendo cierto
liempo T en completar esta doble vibracidn. Pero claro es
que habiéndose aumenlado la distancia entre ¢ y la inme-
diata particula b de la derecha, al correrse la primera 4 a,,
tenderd b & moverse hacia ;. pues las fuerzas mutuas ya
no estarin en equilibrio, sino (que tendrin una resultante e¢n
la direccién b a;. Asi, pues, la particula b se correrd también
y oscilard en torno del punto b. Por igual motivo las particu-
lased ... entravin &4 su vez en vibracion, y de esla suerte
“se ird propagando la conmocién segiin la linea considerada.
Por de contado. también se transmitiva desde e hacia @,

ry Sarinsy esto es, en senlido opueslo. Mas concretdndonos 4 la
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serd entonces, en un momento dado, el aspecto (que presente
la hilera de las diferentes particnlas?
Sea T el tiempo invertido por cada particula en una vi-

m

bracién completa, y ~ el intervalo que debe ftranscurrir para
P

(ue se transmila & b cualquier fase de a. Sien cierlo inslante
ha alcanzado @ su maxima desviacion, 4 la derecha por ejem-
plo, b caminara hacia la suya, pero aun distari un poco de
ella, ¢ distard un poco mas de la suya, yasi prosiguiendo.

Mas se hallard al cabo una particula p, & una distancia
ap = p'. ab, que ird fras de a rezagada en vibracién un

2 o ; :
Liempo p'.— =T, y que, por tanlo, se encontrari precisa-
P

mente en la misma fase que a. Es claro que enlre ambas
particulas a. p, las habrd en todas las fases posibles del mo-
vimiento vibratorio. Asi, en h que estd de @ & una distan—

S : ; (i i
cia —ap, la diferencia de fase, comparada con la de a, valdra
-;- T, lo cual quiere decir que, en un momento dado, A ya

aleanzardn su mixima desviacion por opueslo lado de sus
respeclivas posiciones de equilibrio, ¢ en ofros lérminos, que
h estara cabalmente en fase opuesta i la de a, g

Son vibraciones longitudinales las hasta aqui examinadas,
esto es, ubracxones acaecudas en ]a mlsma dnrecmén e ‘

: )/ibraclones pueden ocurm‘ en cua
- curvilineas. Lla:nanse transvmal
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momento. Asi, estarin en la misma fase a y'p, by, cyr...,
y en fase opuesta a y b, béi,cy k. ..

lLa distancia que, como laap 6 b¢ .. .. media entre dos

parliculas de igual fase, es recorrida por la conmocion en el

tiempo T de una vibracién completa y comprende parlicu-

X las con todas las fases posibles de movimiento vibratorio.

= Pasada esta distancia, la curva se repite exactamente, es
~ decir, las fases se suceden en el mismo orden que anfes.

Bien se echa de ver la semejanza (ue la curva trazada

tiene con las ondas de un lago 6 eslanque rizado por el

viento, pues hay en ella surcos 6 valles, como AlyB, v lomas

- 6 cumbres, como Bp,C. De aqui, que lanto en Acistica como

; \aen Ophca se Useu los térmmos onda Y ondulacwu. L]amase lon-
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que en el mismo momento eslén animadas. Levintense en los
diferentes puntos a, b, ¢. . . . rectas perpendiculares 4 la linea
(ue los conliene; dése i esas reclas, en el sentido de las ve—
locidades, longitudes proporcionales 4 éstas, y tricese una
curva por los puntos extremos de dichas perpendiculares: tal
curva serd el dibujo apetecido. [En el grabado estd indicada
por puntos. La onda en ella es de izusl longilud que la onda
en la curva de desviaciones, pero el punto mis alto de la loma
y el mis bajo del surco. de una de estas curvas. correspon—
den & los puntos donde la otra curva corta la linea de equi-
librio.

Para representar graficamente los desvios y velocidades de
particulas que vibran longiludinalmente, conviene que las rec-
tas. con las cuales esas magniludes se senalen, no sean lra-
zadas en la direccion de la linea abe. . . , segiin la cual se
transmile el movimiento, sino perpendicularmente a ella,
dirigiendo hacia arriba las ordenadas que indiquen desvios 6
velocidades & la derecha, es decir, en el senlido en que la
conmocion se realiza; y hacia abajo las ordenadas que indi-
quen desvios ¢ velocidades en sentido opuesto. Hecho asi,
las ondas de desvio y de velocidad quedarin representa—
das del mismo modo que las concernientes 4 vibraciones
transversales, y por lanto & las mismas leyes estardin ajus-
tadas.

Mas no sélo permite el menclonado dibujo abarcar de una
mu'ada Ias cn'cunsianuas del movxmlenlo vibr lorlo " !
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de velocidad) con un movimiento cuya velocidad V permita

. . T
salvar el espacio ab en el liempo—  siendo, por consiguiente,
P

A AC
V=ab: q—J 2:0b
P

T T

Hl>

Tldmase ésta la velocidad de propagacidn de la onda y equi-
vale, como se ve, & la longilud de la onda dividida por el
tiempo de la vibracion completa de cada particula. Expre-—
sando, cosa por lo comin mds conveniente, T en funcion del
niimero n de vibraciones completas realizadas en un tiempo
determinado, 4 saber, en el que sirva de unidad, serd

1 2
pn Y ‘ V=N

Hay que notar, sin embargo, una diferencia muy impor-
tante entre las vibraciones longiludinales y las transversales,
~pues al propagarse estas tltimas de una & otra parlicula en
un medio eldstico, no alleran las distancias relativas de las
particulaq, 6 en olros términos, no causan en lodo el medio
ninguna variacion de densidad; y en cambio, las vibraciones
longltudmales, que ‘ponen la mayor parte de las parhcu]as }
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v h, igual hecho acontece, pues si bien los desvios de las dos
particulas conliguas ocurren por la izquierda, es mayor el de
la particula siguiente & f. Por consiguiente, desde a hasta I,
el medio esld condensado. En cambio, entre h y B, por ejem-
plo en k. los desvios de las dos particulas contiguas ocurren
i la izquierda; pero el de la particula precedente es el mayor:
por tanlo, aqui el medio estd enrarecido; y como asimismo se
probaria que otro tanto acontece desde B hasta p..., resulfa
dilatacién 6 enrarvecimiento desde h hasta p. En A Ja conden-
sacion es la mixima, porque & ambos lados de este punto los
desvios son iguales y estin dirigidos hacia A; asi como en B

la dilatacién es la mixima, porque i derecha é izquierda de.

esle punto los desvios son iguales y ambos se apartan de B.
Infiérese de lo antedicho que si se traza una curva en la
cual cada ordenada sea proporcional { la diferencia entre la
densidad en el punto correspondiente del medio conmovido y
la densidad del medio sosegado—dirigiendo hacia arriba las

ordenadas que senialen condensucién y hacia abajo las que

indiquen dilalacion—esa curva corfard la linea de reposo 6
equilibrio de las particulas abe... en los mismos puntos donde
la corle la curva de velocidades. Su onda. pues, tendrd la

misma lopm_tud Ay. se elevaré. 4 desqe_ndmfg la par que la -'f

cion, cuando, como acontece sxempre en Aciistica

. msu_nos los desvnos de Ias parliculas. Pues, puede de ‘
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CUESTIONES PROPUESTAS

19. Demostrar que en un rayo luminoso polarizado eireu-
larmente, la velocidad es constantemente igual al valor mixi-
mo que toma en ciertos momentos en cada uno de los dos rayos
componentes,

20. Demostrar que el valor inverso de la resistencia de un
conduetor eléctrico multiple es igual & la suma de los valo-
yes inversos de las vesistencias de los conductores compo-
nentes,

21. Repartir 38540 pesetas entre tres nifios de 7, 10 1), y
11 aiios de edad, de modo que, colocada & interés compuesto,
al 4 1/, por 100, 1a parte de cada nifio, vengan & reunir los tres

- Ja misma cantidad & la edad de 20 afios.

22, El volante de una méquina de vapor da 180 vueltas
en 5 minutos contados con mn reloj que retrasa 2 minutos
40 segundos por dfa; ;Cudl es el niimero exacto de vueltas

g i‘(ﬁlﬁ da el volante en un minuto?

Un kllogmmo de hulla da 7 656 caloria.s, uno de



